
ALGORITMI E STRUTTURE DI DATI a.a. 2001/02 Indice

Generalità
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Altre proprietà di seno e coseno 10

Geometria analitica

Grafica al calcolatore e geometria 7
Distanze in 	�
 11

Il prodotto scalare 11
Ortogonalità 11
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Che cos’è la matematica?

Dividiamo questa domanda in due sottodomande, cercando di indicare prima i

costituenti elementari della matematica, poi come la matematica deve essere usata.

I componenti elementari del ragionamento matematico sono le coppie

ipotesi-tesi; in questo senso la matematica non conosce affermazioni assolute, ma

soltanto proposizioni che si compongono ogni volta di un preciso elenco delle ipotesi

che vengono fatte, e poi di una altrettanto precisa specificazione dell’enunciato che

secondo quella proposizione ne consegue. A questo punto non è detto che la propo-

sizione sia valida, bisogna ancora dimostrarla, e ciò significa, nella matematica,

dimostrare che la tesi segue dalle ipotesi unite agli assiomi e ai risultati già otte-

nuti e alle regole logiche che dobbiamo applicare. Gli assiomi sono enunciati che

vengono messi all’inizio di una teoria, senza dimostrazione; ogni altro enunciato

deve essere invece dimostrato.

È importante che bisogna sempre dimostrare una proposizione - che è sempre

nella forma ipotesi-tesi! - nella sua interezza, cioè che si tratta di dimostrare la

validità dell’implicazione e non la validità della tesi. L’enunciato ����������������� può

essere vero, anche se � non e vero. Ad esempio in logica si impara che, se l’ipotesi �
è falsa, allora la proposizione ����������������� è sempre vera. Quindi l’affermazione���! �"�$#&%'# �&� � �  )(+*-, �&�.�./�0&�1�2/3�4�$�657�6�8�7/:9;� � 0</ è sempre vera, indipenden-

temente da come mi chiamo io. Nella pratica matematica ciò significa che da una

premessa errata si può, con un po’ di pazienza, dedurre qualunque cosa.

La validità si riferisce quindi sempre a tutta la proposizione ����������������� , cioè

alla coppia ipotesi-tesi.

Mentre il matematico puro cerca soprattutto di arricchire l’edificio delle teorie

matematiche con nuovi concetti o con dimostrazioni, talvolta assai difficili, di teo-

remi, il matematico applicato deve anche saper usare la matematica. Nelle scienze

naturali e sociali, le quali pongono problemi molto complessi, uno dei compiti più

importanti è spesso la separazione degli elementi essenziali di un fenomeno dagli

aspetti marginali. In queste scienze le informazioni disponibili sono quasi sempre

incomplete, cosicché possiamo ogni volta descrivere soltanto una piccola parte del-

la realtà. Anche quando disponiamo di conoscenze dettagliate, queste si presenta-

no in grande quantità, sono complesse e multiformi e richiedono concetti ordinatori

per poterle interpretare. Ciò significa che bisogna estrarre e semplificare.

Un modello matematico di un fenomeno ha soprattutto lo scopo di permettere di

comprendere meglio quel fenomeno, quindi di metterne in evidenza cause e effetti

e comportamenti quantitativi, di individuarne i tratti essenziali e i meccanismi

fondamentali. In un certo senso la matematica consiste di tautologie, e nel modello

matematico si tenta di evidenziare le tautologie contenute nel fenomeno studiato.

La teoria cerca di comprendere i processi e legami funzionali di un campo del

sapere.

La mente umana pensa in modelli. Anche quando non facciamo matematica

della natura, cerchiamo di comprendere la natura mediante immagini semplifica-

te. La teoria inizia già nell’istante in cui cominciamo a porci la domanda quali

siano gli aspetti essenziali di un oggetto o di un fenomeno. La matematica non è

dunque altro che un modo sistematico e controllato di eseguire questi processi di

astrazione e semplificazione costantemente attivi nel nostro intelletto.

Il modello matematico, una volta concepito, se sviluppato correttamente, si mo-

stra poi di una esattezza naturale che spesso impressiona l’utente finale che è ten-

tato di adottare gli enunciati matematici come se essi corrispondessero precisa-

mente ai fenomeni modellati. Ma ciò non è affatto vero: La precisione del modello

matematico è soltanto una precisione interna, tautologica, e la semplificazione,

quindi verità approssimata e parziale, che sta all’inizio del modello, si conserva,

e più avanza lo sviluppo matematico, maggiore è il pericolo che iterando più volte

l’errore, questo sia cresciuto in misura tale da richiedere un’interpretazione estre-

mamente prudente dei risultati matematici. Proprie le teorie più avanzate, più

belle quindi per il matematico puro, sono spesso quelle più lontane dalla realtà.

Questo automatismo della matematica può essere però anche fonte di nuovi punti

di vista e svelare connessioni nascoste.

Un modello matematico è perciò solo un ausilio per la riflessione, per controllare

il contenuto e la consistenza logica di un pensiero o di una ricerca. In altre parole,

modelli sono strumenti intellettuali e non si possono da essi aspettare descrizioni

perfette della realtà. Essi non forniscono risposte complete, ma indicano piuttosto

quali siano le domande che bisogna porre.

L’astrattezza intrinseca della matematica comporta da un lato che essa rimanga

sempre diversa dalla realtà, offre però dall’altro lato la possibilità di generalizzare

i risultati ottenuti nelle ricerche in un particolare campo applicativo o anche uno

strumento della matematica pura a problemi apparentemente completamente di-

versi, se questi hanno proprietà formali in comune con il primo campo.
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L’alfabeto greco

alfa = >
beta ? @
gamma A B
delta C D
epsilon E F
zeta G H
eta I J
theta K L
iota M N
kappa O P
lambda Q R
mi S T
ni U V
xi W X
omikron Y Z
pi [ \
rho ] ^
sigma _ , ` a
tau b c
ypsilon d e
fi f g
chi h i
psi j k
omega l m

Sono 24 lettere. Per ogni lettera sono

indicati il nome italiano, la forma mi-
nuscola e quella maiuscola. La sigma
minuscola ha due forme: alla fine del-

la parola si scrive ` , altrimenti _ . In
matematica si usa solo la _ .

Mikros ( S�M O�]�n<` ) significa piccolo, me-

gas ( S�opA7=<` ) grande, quindi la omikron
è la o piccola e la omega la o grande.

Le lettere greche vengono usate mol-

to spesso nella matematica, ad esem-

pio qrs'tvu4w s è un’abbreviazione per la

somma w u)x w7y x w�z x w q e q{s'tvu4w s per il

prodotto w u w7y6w�z'w q , mentre |~}� è un og-

getto con due indici, per uno dei quali

abbiamo usato una lettera greca.
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Il conto in banca aumenta

I matematici usano il simbolo � come abbreviazione di
implica (e � per la doppia implicazione), quindi �����
è un’abbreviazione per � implica � .

Usiamo questa abbreviazione nel seguente ragio-
namento, che mostra come piccoli errori possono gene-
rare errori grandi, se vengono eseguite varie operazioni
a partire da essi, anche se queste operazioni sono formal-
mente corrette. Con un po’ di fantasia quindi il seguente
algoritmo può essere utilizzato per aumentare il nostro
conto in banca (e viceversa si vede che anche nelle ope-

razioni bancarie conoscenze in analisi numerica possono
essere alquanto utili). Naturalmente, volendo, anche par-
tendo da �	�
��� ���������� si arriva a �������� , ed errori

cosı̀ piccoli sono comuni nell’aritmetica dei calcolatori.
Assumiamo che ��������� .
Allora anche �������� , quindi ����� (come si vede sot-

traendo ��� ), cosicché ����������� .
Però se ����� , possiamo anche addizionare � a sinistra

e � a destra, ottenendo �������
����� , e se adesso sottraia-
mo ����� da entrambi i lati, otteniamo ���
���� .

Problemi semplici difficili

L’uso di modelli nelle scienze natu-
rali oppure in ingegneria e economia

comporta due difficoltà: In primo luo-
go bisogna concepire modelli adatti
e interpretare i risultati matemati-
ci ottenuti nel modo adeguato. Ma
le difficoltà possono essere anche di
carattere matematico. Diamo alcuni
esempi di problemi puramente mate-

matici di semplice formulazione, in
cui non si pongono sottili questioni
di interpretazione, la cui soluzione
è però talmente difficile che i mate-
matici non sanno nemmeno da che
parte cominciare per risolverli. Di
questi problemi ne esistono migliaia.
Alcuni sono poco più che giochetti,

ma problemi altrettanto difficili ap-
paiono in molti modelli matematici
di problemi importanti della fisica e
della biologia.

Il problema dei tre corpi, cioè il
comportamento di tre corpi sufficien-
temente vicini e di massa approssi-

mativamente uguali sotto l’influsso
delle forze gravitazionali che essi
esercitano l’uno sull’altro, è mate-
maticamente estremamente difficile
e ha più di una soluzione - pochi anni
fa sono state trovate nuove soluzioni.
Sole, terra e luna non sono un esem-
pio, perché il sole ha massa molto più

grande degli altri due, cosicché il si-
stema può essere descritto dal moto
del baricentro di terra e luna attor-
no al sole, e poi della luna attorno al-
la terra, si decompone quindi in due
problemi di due corpi, e questi obbe-
discono alle leggi di Kepler.

Il problema dei primi gemelli. Un

numero naturale (0,1,2,...) diverso
da 1 si dice primo, se non è divi-
sibile (senza resto) da nessun nu-
mero naturale tranne 1 e se stes-
so. Ad esempio i primi  "!# sono
��$%��$'&�$)(�$�����$�����$��*(�$�����$+�,��$'�,��$+����$+�#( . Si
può dimostrare che esiste un numero

infinito di primi (*). Due numeri pri-
mi che si distinguono di 2, come 3 e

5, 11 e 13, 17 e 19, 29 e 31, 41 e 43, si
chiamano primi gemelli. Nessun ma-

tematico è finora riuscito a dimostra-
re che esistono infiniti primi gemelli,
anche se, come si vede dagli esempi,
sembra che ce ne siano parecchi e si
è tutti convinti che devono essere in-
finiti.

(*) Ecco la dimostrazione, risalen-

te addirittura a Euclide e quindi vec-
chia circa 2300 anni, che esiste un
numero infinito di numeri primi. Di-
mostriamo che, se si assume il con-
trario, si arriva a una contraddizio-
ne.

Facciamo prima una considerazio-
ne ausiliaria - dimostriamo che ogni

numero naturale -/.0� è diviso da un
numero primo. Infatti i divisori di -
sono tutti compresi tra � e - , e certa-
mente tra quelli che sono maggiori di
� ne esiste uno più piccolo, che chia-
miamo 1 . Ogni divisore di 1 però è
anche divisore di - , quindi 1 non può

avere un divisore 2 con �43526371 ,
altrimenti 2 sarebbe un divisore di -
più piccolo di 1 e maggiore di � . Ciò
significa però che 1 è primo.

Assumiamo adesso che esista so-
lo un numero finito di numeri primi.
Allora possiamo formare il prodot-
to di tutti questi che chiamiamo 8 .

8:95� è certamente maggiore di � ,
quindi, per quello che abbiamo ap-
pena dimostrato, esiste anche un nu-
mero primo 1 che divide 8;9;� , ad es-
empio 849<���=1?> . D’altra parte però
1 , essendo primo, deve essere uno dei
fattori di 8 (che è appunto il prodotto
di tutti i primi), e quindi 1 divide an-

che 8 , ad esempio 80�;1A@ . Ciò impli-
ca �B��8C9/�EDF8��=1?>BDG1?@��;1IHJ>�D	@AK ,
quindi 1 divide � , ma allora 1L M� ,
una contraddizione.

Il problema dei numeri perfetti.
Un numero naturale si dice perfetto,
se è uguale alla somma dei suoi divi-

sori diversi da se stesso. Ad esempioN �
�O9��P9/� e ��Q��
�O9��R9S!P9=(T94��!

sono numeri perfetti. Esistono infini-
ti numeri perfetti? Esiste almeno un

numero perfetto dispari? Non si sa.
Il problema del 3x+1. Questo è si-

curamente il problema più inutile
della matematica. Sembra incredibi-
le che, da quando è stato posto più di
60 anni fa, nessuno sia riuscito a ri-
solverlo.

Partiamo con un numero naturale
maggiore di � qualsiasi. Se è pa-
ri, lo dividiamo per � , altrimenti lo
moltiplichiamo per � e aggiungia-
mo � . Con il numero cosı̀ ottenuto
ripetiamo l’operazione, e ci fermia-
mo solo quando arriviamo a � . Ad
esempio partendo con ( otteniamo

����$�����$+��!�$��*(U$'&��U$'� N $�����$)!��$'���$����$'&�$�� N ,
Q�$%!V$'�U$�� .

In genere si arriva a � molto pre-
sto. Ma con il seguente programma
in Perl si scopre che, se si parte con
��( , il ciclo è piuttosto lungo.

sub T W my $a=shift; if ($a%2==0) W $a/2 X
else W 3*$a+1 X�X

sub L W my $a=shift; my @lista=();
while ($a Y 1)

W push(@lista,$a); $a=T($a) X
@lista X

for (2..30) W @lista=L($ ); if (@lista Y 10)

W print “@lista Z n” X�X

Sembra che alla fine l’algoritmo si
fermi sempre, cioè che prima o poi si

arrivi sempre ad � . Ma nessuno rie-
sce a dimostrarlo.

Questi esempi, di cui l’ultimo è
particolarmente semplice, mostrano
che anche quando si riesce a tras-
formare un problema scientifico, in-
gegneristico o economico in un pro-
blema matematico, non è affatto det-

to che la matematica riesca a fornire
una soluzione. Spesso si renderan-
no necessarie ulteriori semplificazio-
ni perché il modello più realistico può
essere formulato ma non risolto ma-
tematicamente.
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Equazioni lineari in una incognita

Siano dati numeri reali � e � . Cercare di risolvere
l’equazione ������� nell’incognita � significa cercare

tutti i numeri reali � per i quali �����	� . Per ��
�	� la

soluzione è unica e data da �� �
� .

Dimostrazione: È chiaro che le seguenti equazioni
sono equivalenti, cioè se � soddisfa una di esse, allora

le soddisfa tutte:

�����	��� ���� � �
� �����

�
� .

Per la definizione dei numeri reali rimandiamo al

corso di Analisi I. È anche evidente che nel nostro

ragionamento solo le proprietà algebriche formali dei

numeri reali sono state usate e che rimane quindi va-

lido, cosı̀ come le considerazioni successive, se lavo-

riamo con numeri razionali o numeri complessi o al-

tri insiemi di numeri con quelle corrispondenti pro-

prietà. Si vede comunque anche che abbiamo avuto

bisogno di poter dividere per un numero 
�	� , e quindi

il risultato non è vero nell’ambito dei numeri natura-

li o interi (un numero intero è un numero naturale

oppure il negativo di un numero naturale).

Prime nozioni astratte

Siano dati numeri reali ��������������������������������� . Risolvere

il sistema lineare

����� �!����"#�	���
����� �!����"#�	���

significa trovare tutte le coppie $%�&��"�' di numeri reali

che soddisfano entrambe le equazioni. Denotiamo le
due equazioni con ()� ed (*� e definiamo, per numeri
reali �&��" ,
+ � $%�&��"�'-, �.� � �/��� � " , 0 � $1�&��"2'3�	� �+ ��$%�&��"�'-, �.�����/������" , 04��$1�&��"2'3�	���

dove , � significa uguale per definizione. Allora pos-
siamo scrivere il sistema nella forma

+ ��$%�&��"�'5�	06��$%�&��"�'+ ��$%�&��"�'5�	0 ��$%�&��"�'
(
+

... sinistra, 0 ... destra). E adesso introduciamo
alcune di quelle nozioni astratte, che sono caratteri-

stiche per la matematica e il modo di pensare del ma-
tematico e che permettono formulazioni di enunciati
e dimostrazioni precise: La somma ()����(*� delle due

equazioni è l’equazione

+ � $%�&��"�'&� + � $1�&��"2'7�	0 � $1�&��"2'&��0 � $%�&��"�' ,
la loro differenza ()�98:(;� è l’equazione

+ ��$%�&��"�'38 + ��$1�&��"2'7�	0��$1�&��"2'38:0 ��$%�&��"�' ,
e, per un numero reale < , l’equazione <=(/� è data da

< + ��$%�&��"2'3�.<>06��$%�&��"2' .
A questo punto risulta però, per numeri reali <?���@<>� ,
definita anche l’equazione <?��(A�7��<>��(*� :
<5� + ��$%�&��"2'B��<>� + ��$1�&��"�'3�.<5�C0��$1�&��"2'&�!<>��0 ��$%�&��"�' .
Con sol $%( � ��( � ' denotiamo l’insieme di tutte le solu-

zioni del sistema.

Un teorema fondamentale

Siamo sempre nelle stesse ipotesi, con <?� e <>� due numeri reali, di cui
però adesso - attenzione! - <?� deve essere 
�	� . Affermiamo che allora

sol $D( � ��( � '7� sol $%< � ( � �!< � ( � ��( � ' ,
cioè che il sistema

<5� + ��$1�&��"�'&�!<>� + ��$%�&��"�'3�E<5��0��$1�&��"�'F�!<>��0 ��$%�&��"�'+ � $%�&��"�'3�.0 � $1�&��"�'
oppure, scritto per esteso,

$D<5�C���7�G<>������'H�4�E$%<5�C���7��<>������'I"4�E<5�����7�!<>�����
�����/������" �E���

in cui abbiamo sostituito la prima equazione con < � ( � �G< � ( � , possiede

le stesse soluzioni di quello originale.

Dimostrazione: (1) $1�&��"�' sia una soluzione del sistema originale, cioè un
elemento di sol $D( � ��( � ' . Ma allora

+ � $1�&��"2'J�K0 � $%�&��"�' e
+ � $1�&��"2'G�

04��$1�&��"2' , e quindi anche <5� + ��$1�&��"2'��L<>� + ��$%�&��"�'M�N<5�C0��$1�&��"2'��
<>��04��$1�&��"2' . Ciò significa che $%�&��"�' soddisfa la prima equazione del nuovo
sistema. La seconda equazione è la stessa in entrambi i sistemi.

Si vede che in questo primo punto non abbiamo usato l’ipotesi che <9�
sia 
�E� .

(2) $1�&��"2' sia un elemento di sol $D< � ( � �E< � ( � ��( � ' , cioè una soluzione
di

<5� + ��$1�&��"�'&�!<>� + ��$%�&��"�'3�E<5��0��$1�&��"�'F�!<>��0 ��$%�&��"�'+ ��$%�&��"�'3�.04��$1�&��"�'
Allora nella prima equazione, a destra, invece di 0#��$1�&��"�' possiamo anche
scrivere

+ � $1�&��"�' , e quindi quella equazione diventa

<5� + ��$1�&��"2'B�G<>� + ��$1�&��"�'7�E<5�C0��$1�&��"�'&�!<>� + ��$%�&��"�' ,
e ciò implica

< � + � $1�&��"2'3�.< � 0 � $1�&��"2' .
Ma, per ipotesi, <5�4
�.� , per cui vediamo che anche

+ ��$1�&��"2'3�O0��$1�&��"2' .

Il teorema fondamentale in forma generale

Siano date P equazioni lineari in Q incognite:

R �S��T5�5U R ����T=�VUXW�W�W�U R ��YZT=Y\[^]��R �C��T5�5U R �S��T=�VUXW�W�W�U R �@YZT=Y\[^]��
_�_�_RB` ��T5�5U RZ` ��T>�-UXW�W�W�U RZ` YZT=Y\[^]�Y

I coefficienti RBa b sono numeri reali, le incognite sono T ��c _�_�_ c T Y . Ri-
solvere questo sistema significa trovare tutte le Q -ple d T ��c _�_�_ c T YBe
che soddisfano tutte le P equazioni. Denotiamo con dIf ��c _�_�_ c f ` e il
sistema stesso e con sol dIf ��c _�_�_ c f ` e l’insieme di tutte le soluzioni.

Anche qui denotiamo la g -esima equazione con f a e conh a d T5� c _�_�_ c T&Y e la parte sinistra, con i a d T5� c _�_�_ c T=Y e la parte destra
della g -esima riga. Di nuovo possiamo scrivere il sistema nella forma
(che servirà nella dimostrazione, non nell’enunciato del teorema):
h � d T5� c _�_�_ c T=Y e [ i � d T5� c _�_�_ c T=Y e

W�W�Wh ` d T5� c _�_�_ c T=Y e [ i ` d T5� c _�_�_ c T=Y e
Teorema: Siano j � c _�_�_ c j ` numeri reali e j a)k[ml .

Sia dIn � c _�_�_ c n ` e il sistema che si ottiene sostituendo nel sistema
originale l’ g -esima equazione con j � f �?U^W�W�W�U j ` f ` . Allora

sol dIf � c _�_�_ c f ` e [ sol dIn � c _�_�_ c n ` e
Dimostrazione: Esercizio. Prima per g [po , poi per g generale.
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Due equazioni lineari in due incognite

Usiamo il teorema fondamentale per risolvere prima il si-
stema di due equazioni in due incognite. Lasciamo come

esercizio il caso molto facile che ������� .
Assumiamo quindi che ���	��
� e formiamo l’equazione���� � ��� ����� � ��� � . Per il teorema fondamentale

sol � � ��� ����� � sol � � ��� ����� . Scritta per esteso l’equazione��
diventa

����� ��� � ����� �� !� � � ��� � � � � �"�  �#���%$ �&� � � $'� ,
cioè

�(���%� �&� � � �'� �) �*����$ �+� � � $"� ,
e quindi le soluzioni del sistema originale coincidono con le

soluzioni del sistema

� � �,� � �  �*$ �
�(� � � � � � � � � �) �*� � $ � � � � $ �

Il numero � � � � � � � � � si chiama il determinante del si-
stema; lasciamo ancora come esercizio il caso che il deter-
minante si annulli; se è invece ��#� , allora la seconda equa-
zione significa che

 � ���-$
�+� � � $"�

� � � � � � � � � .
Se per numeri reali ���%�"�%$'�%. poniamo//// � �

$0.
//// � �#�1. � �2$ ,

allora possiamo scrivere

 �

//// � � $ �
� � $ �

//////// ���3�"�
� � � �

////
Vediamo che anche il numeratore ha la forma di un deter-
minante; infatti si ottiene dal denominatore sostituendo
per la seconda colonna la colonna che costituisce il lato de-
stro del sistema.

A questo punto possiamo calcolare anche
�
. Ricordando

che � � ��#� , otteniamo

� � $ �
� � �  
� � �

�
$ � � � � � � $

� � � � $ �
� � � � � � � � �
��� �

� ���%�
� $'� � � � �"�%$'� � �"�����%$ �4� �"�%� � $'�

� � �(� � � � � � � � � � �

� � � �
� $ � � � � � � $ �

� � �(� � � � � � � � � �,�
� � $ � � � � $ �
� � � � � � � � � �

//// $ � � �
$ � � �

//////// � � � �
� � � �

////
Quindi nel caso che il determinante del sistema sia ��5� , il
sistema possiede un’unica soluzione data da

� �

//// $ � � �
$ � � �

//////// � � � �
� � � �

////
 �

//// � � $ �
� � $ �

//////// � � � �
� � � �

////
Si osservi che il numeratore di

�
si ottiene anch’esso dal

determinante del sistema, sostituendo stavolta la prima

colonna con il lato destro del sistema. Questo risultato è

molto importante per l’algebra lineare e può essere gene-

ralizzato a più dimensioni; è noto come regola di Cramer.

Esempi

Risolviamo con la regola di Cramer il sistema
6 �7�98� �#:�!�<;" ��=

Il determinante del sistema è

////
6 ��8
> ;

//// � > : �?8 � 8 � ,
quindi diverso da � , per cui

� �

//// :
��8

= ;
////8 � �

@ : � > �8 � � =":8 �

 �

////
6 :> =

////8 � �
> = � :8 � �

A
8 �

Esercizio: Risolvere da soli@'�!� 6  � > �8��!�<B" � A

Risultato:
� �

;CB
6 � ,

 � :6 � .

La forma generale della regola di Cramer

Sia dato un sistema di D equazioni lineari in D incognite
(quindi il numero delle equazioni è uguale al numero

delle incognite):

� �%� � � � � � � � � �*E�E�E"� � �GF � F �H$ �
� � � � � � � �%� � � �*E�E�E"� � � F � F �H$ �I2I�I
� F1� � � � � F � � � �#E�E2E"� � F'F � F �H$ F

Nel corso di Geometria I anche in questo caso più gene-
rale verrà definito il determinante del sistema, un nu-
mero che viene denotato con

JK� �

////////

� �%� � � � I�I�I � �GF
� � �L� �%� I�I�I � � FI�I�I
� F1� � F � I�I�I � FCF

////////
e si dimostrerà che questo determinante è diverso da �
se e solo se il sistema possiede un’unica soluzione che in
tal caso è data da

� � �

////////

$"�M��� � I�INI ���GF
$ � � �%� I�INI � � FI�I2I
$2F �OF � I�INI �PF'F

////////J

� � �

////////

� �%� $ � I�INI � �GF
� � �M$ � I�INI � � FI�I2I
� FO� $ F I�INI � F'F

////////J
. . .

� F �

////////

� �%� � � � I�I�I $ �
� � � � �%� I�I�I $ �I2I�I
� F1� � F � I�I�I $ F

////////J
��Q

è quindi un quoziente il cui numeratore si ottiene dal
determinante del sistema, sostituendo la R -esima colon-

na con il lato destro del sistema.
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L’algoritmo di eliminazione di Gauß

La teoria dei determinanti e la regola di Cramer hanno
una grandissima importanza teorica, ma non possono es-
sere utilizzate se non per sistemi in due o al massimo tre

incognite. Inoltre la regola di Cramer si applica solo al
caso di un sistema quadratico. Esiste invece un metodo
molto efficiente (anche nel calcolo a mano) per la riso-
luzione di sistemi di equazioni lineari, che viene detto
algoritmo di eliminazione di Gauß e che consiste nella
sistematica applicazione del teorema fondamentale che
abbiamo visto a pagina 4.

Esempio 1: Consideriamo il sistema���������
	�����������������
� ��	����������� �!�������#"
�$�%�
	�� � ��&�'�������)(

Con la notazione che abbiamo già più volte utilizzata po-

niamo
�+*#,  � ����	+��� "

. Per il teorema fondamentale allo-
ra sol - � ��. �#" . �)(0/1 sol - � *�. �)" . �+(0/ , perché il coefficiente
con cui

���
appare in

�)*
è diverso da

�
. Esplicitamente� *

è uguale a� - �������2�$	��3/4	�� - � ��	����������3/5 ��6 ����	�� 6 �
cioè a��7���	��0���� ���

.

Se chiamiamo due sistemi equivalenti quando hanno le
stesse soluzioni, possiamo dire che il sistema originale è

equivalente al sistema� ��	����������� �!�������#"
�$�%�
	�� � ��&�'������� (
�872�$	��0����&���$������� *

Nell’ultima equazione la variabile
�

in
� *

è sparita, è
stata eliminata. Ripetiamo questa operazione sostituen-
do l’equazione

�#"
con
�#9:, ;�)"$	 � �+(

(ciò è possibile
perché in

�#9
la
�#"

appare con un coefficiente < � ). Espli-
citamente

� 9
è uguale a� �=	������>����	 � - ���%��	>� � �3/?@��	 ��6 �

cioè a	���������7�A��
�	)�
.

Perciò il sistema originale ha le stesse soluzioni come il
sistema�
���
	>� � �� �B�0�C�8� (

�872��	>������ ���D�0�C�8� *
	��0�����>7�A���E	)���0�C�8�)9

Adesso formiamo
�)FG, H�0��� * �@�87��)9

che può sostituire
sia la

�)*
che la

� 9
. Sostituiamo la

� 9
. La
� F

è data da��� - �872��	��0���8/I���87 - 	��������>7�A��3/?E�0� 6 ���+���87 6 - 	)��/ ,
cioè da���������� �3�0�

.

Otteniamo cosı̀ il sistema�
���
	>� � �� � �������)(
�872��	>������ ���'�������)*
�0�������
 �J�����������)F

che è ancora equivalente a quello originale. Ma adesso
vediamo che nell’ultima equazione è stata eliminata an-
che la

�
ed è rimasta solo la

�
che possiamo cosı̀ calcolare

direttamente:

�� �3�0��0����� @�K�L��������A ,
poi, usando la

� *
, otteniamo

�$ ���M�N�0����87 @�K� ���K�0��7
,

e infine dalla
� (

�=E	M���@� � �+�>�� �3� ������7����
.

Nella pratica si userà uno schema in cui vengono scrit-
ti, nell’ordine indicato dall’ordine delle variabili, solo i
coefficienti. Nell’esempio appena trattato i conti verreb-
bero disposti nel modo seguente:

� � 	�� �0� � �
� 	+� � � �)"
� � 	�� � � � (
� �87 	���� ��� � *  � �$O� �����)"�P	��0� 7�A 	)� � 9  �$O" 	 � � (
� �P�0����� �J���Q�+F+������ * �%��7��$O9

L’asterisco indica ogni volta l’equazione cancellata in
quel punto.

Come si vede, nell’algoritmo cerchiamo prima di ot-

tenere un sistema equivalente all’originale in cui tut-
ti i coefficienti tranne al massimo uno nella prima co-
lonna sono

;�
, poi, usando le equazioni rimaste, ap-

plichiamo lo stesso procedimento alla seconda colonna
(non modificando più però quella riga a cui corrispon-
de quell’eventuale coefficiente <R� nella prima colonna),
ecc. È chiaro che il procedimento termina sempre: alle S
equazioni iniziali si aggiungono prima S 	>� , poi S 	�� ,
poi S 	�� , ecc.

L’insieme delle soluzioni rimane sempre lo stesso; le
equazioni cancellate naturalmente sono superflue e non
vengono più usate. Quindi, se il sistema non ha soluzioni
o più di una soluzione, riusciamo a scoprire anche questo.

Esempio 2: Consideriamo il sistema

��� � 	�7��T"1�����T(U	V� * E�
� � � � �T"W	V�T(?�>�2� * @�
���I�?	�� " ����� ( �%�T*M X

Applichiamo il nostro schema:

� 	)7 �P	�� � � �
� � 	�� � � � "
� 	�� � � X �+(
�P	��0� 7Y	)7 	)7B�+*M@� O� 	���� "�P	��0� 7Y	)7 	)�B�)9W@�$O( 	����)"
� � � � 	+�Z� F @�$O* 	�� 9

Siamo arrivati alla contraddizione
�[H	+�

, quindi il si-
stema non ha soluzione.

Esercizio: Risolvere il sistema

��� � 	 � �T"1�%�T(U	�� * NA
�I�I��7�� " 	[� ( ���2�T*+N�
���\�1	[� " � � � ( ���]*MN�
� � � ���^"U	[�T(_�%��� * D�0�
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Sistemi con più di una soluzione

Consideriamo il sistema�������	��
�����
������������������
� ����
��������������


Usiamo di nuovo il nostro schema di calcolo:��� � 
 � !�"
� �#� ��� � !%$
� 
�� ��� ��
 !'&
�#�)( ��
 � ���*!'+,�!�-" ���.!'$
� (��,��
 ��� !%/0 � !%$1�2!�-&
� � � � !'3,�!�-+ ��!'/

Stavolta non abbiamo una contraddizione, piuttosto

l’ultima equazione
��4�

è superflua, quindi siamo ri-
masti con due equazioni per tre incognite:
���5�6������������

(������.
���7���
Per ogni valore 8 di

�
possiamo risolvere

�� ���9�:�.
 8(
�;<�'���%����� 8 �2��

�'���%�2= � 8( �>��� 8 �2��
 �'���'�?= � 8 �:(�� 8 ��
 �(  ���

( �
�
(@8

e vediamo che l’insieme delle soluzioni è una retta con la
rappresentazione parametrica

�BA 8DC 
�E�
( �

�
(F8

�FA 8DC 
���
( �

��

( 8

�GA 8HC  8
Per ogni numero reale 8 si ottiene un puntoAI�BA 8HCKJ �FA 8DCKJ �GA 8DCHC che è una soluzione del nostro siste-
ma, e viceversa ogni soluzione è di questa forma.

Esercizio: Risolvere il sistema lineare=�������� ������������
�6�L��
��	��
�����

��L�����	� � ��>


L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare

Negli esempi visti finora abbiamo trovato sistemi che
non avevano soluzioni, oppure un’unica soluzione (de-
scriventi cioè un unico punto nello spazio), oppure,
nell’ultimo esempio, una retta di soluzioni.

Ciò vale per ogni sistema di equazioni lineari:
l’insieme delle soluzioni è sempre o vuoto (nessuna so-
luzione), oppure un solo punto, oppure una retta, oppure
un piano, oppure uno spazio affine tridimensionale ecc.,

e viceversa ogni insieme di questa forma può essere de-
scritto da un sistema di equazioni lineari. La dimostra-
zione e la definizione precisa del concetto di spazio affine
verranno date nel corso di Geometria I.

Esercizi

Risolvere i seguenti sistemi con l’algoritmo di Gauß
usando lo schema.

� " �5�6�F$M��
��N&M�5�6�N+,�=
���@"B�:� $ ����� & �2� + O�

��� " �5�6�F$M��
��N&M�����N+,��
� " �:�6�F$1�:�6�N&1�:�6�N+,>�
��� " �:�F$P���N&M�:�N+M�5�6�F/0��
���@"B�:� $ �:� & ��� + �:� / ��
� " �?�N$M�����Q&R�:�N+M�5�6�F/0>(
� " �����N$M�����Q&R�:�N+M��
��F/0��


��S"B��� $ �:� + �5�6� / ��'�
���S"S��=�� $ ������� & ��������� + ����� / >�

�� " �5�6�F$M��
����N&9�:
�
��Q+R��
����F/,��

���N$9�2�N&9���������N+1�����N/0��
���@"B��
�� $ ���6�6� & � � � + ����� / �� �
��� " ��=��F$P�:�N&M�5�6�N+R�����N/0��

�6�T���S"U����=�� $ ��=.��� & �:�T�6� + ��
�6� " �������6�F$R� � ��(��N&R�5�T��=��N+)>�
�V�6�6�S"U��� � � $ �5�T����� & �����6� + ��
=�� " �>�6���N$9�:
V�����N&R���V��=��N+)�� �
� �S"S�5�6� $ ��
�� & �5�6� + ���6� / �:� 3 ��

�� " �:�F$P���N&M�>�����N+R�2�F/M�����N3)>�

��S"B����� $ �:� & �5�6� + �2� / ����� 3 >�

���S"S�:� & �5�6� + �2� / �2��� 3 >�

�� " �2�F$9���6�F/9�:�N3,>�

� �S"S�:� & �5�6� + �2� / �2��� 3 >�

Il re dei matematici

Carl Friedrich Gauß (1777-1855) è considerato il re dei
matematici. La lettera ß alla fine del nome è una s te-
desca antica; il nome (talvolta scritto Gauss) si pronun-
cia gaos, simile a caos, ma con la g invece della c e con
la o molto breve e legata alla a in modo che le due vocali

formino un dittongo. Nessun altro matematico ha crea-
to tanti concetti profondi ancora oggi importanti nelle
discipline matematiche più avanzate (teoria dei nume-
ri, geometria differenziale e geodesia matematica, teo-
ria degli errori e statistica, analisi complessa).

È stato forse il primo a concepire le geometrie non
euclidee, ha dato una semplice spiegazione dei nume-

ri complessi come punti del piano reale con l’addizione
vettoriale e la moltiplicazione
AIW JHX�CBY AIZ JD[VC 7AIW\ZR� XE[QJHX ZM��W [VC

e ha dimostrato il teorema fondamentale dell’algebra
(che afferma che ogni polinomio con coefficienti com-
plessi possiede, nell’ambito dei numeri complessi, una
radice), ha introdotto la distribuzione gaussiana del cal-
colo delle probabilità, ha conseguito importanti scoper-
te nella teoria dell’elettromagnetismo; è stato direttore
dell’osservatorio astronomico di Gottinga.
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Trigonometria oggi

Dai piani di studio, soprattutto nell’università, la trigonometria è spa-

rita da molto tempo. Ma questa disciplina, una delle più antiche della

matematica, è ancora oggi una delle più importanti, non nella ricerca

ovviamente, ma nelle applicazioni.

Mentre almeno gli elementi della trigonometria piana vengono inse-

gnati nelle scuole, la trigonometria sferica è ormai conosciuta pochissimo

anche tra i matematici di professione. Eppure le applicazioni sono tan-

tissime: nautica, cartografia, geodesia, astronomia, cristallografia, clas-

sificazione dei movimenti nello spazio, grafica al calcolatore.

Un problema di geodesia

Sia dato, come nella figura, un tri-
angolo con base di lunghezza nota� e in cui anche gli angoli � e � sia-
no noti e tali che ����������������� .
Vogliamo calcolare � ed  .

!

"
# !%$&#' (

Per le nostre ipotesi )+*�,-� e )+*�,.�
sono numeri ben definiti e /0� (cfr.
pag. 9). Inoltre abbiamo

)+*�,1�32  
�

)+*�,-�42  �.5 �
Queste equazioni possono essere
riscritte come sistema lineare di
due equazioni in due incognite:

�-)+*�,1� 5  627�
�-)+*�,-�98� :2 � )+*�,-�

Il determinante ;;;;
)+*<,-� 5>=
)+*<,.� = ;;;;

di

questo sistema è uguale a

)+*<,?�@8A)+*�,-�
e quindi /B� . Possiamo perciò ap-
plicare la regola di Cramer e otte-
niamo

�C2
;;;;

� 5>=
� )+*<,.� = ;;;;)+*<,1�D8A)+*�,.� 2

2 � )+*�,-�
)+*�,-�D8E)+*�,-�

,

mentre per  possiamo, se calcolia-
mo prima � , usare direttamente la
relazione  F20�-)+*�,1� .

Esercizio: Prendendo il centime-
tro come unità di misura e con

l’uso di un goniometro verificare le
formule con le distanze nella figu-
ra.

Con questo metodo possiamo
adesso risolvere un compito ele-
mentare ma frequente di geodesia
illustrato dalla figura seguente.

"

#' (
!%$G#IH# H

"JH

' H
( H

K L

M
M H

Assumiamo di conoscere la distan-

za tra i punti N e O e, mediante un
teodolite, di essere in grado di mi-
surare gli angoli � , � , �QP e �RP . Vor-
remmo conoscere la distanza tra i
punti S e SGP , ai quali però non pos-
siamo accedere direttamente, ad
esempio perché da essi ci separa
un fiume che non riusciamo ad at-

traversare o perché si trovano in
mezzo a una palude. Se le distan-
ze sono molto grandi, dovremo ap-
pellarci alla trigonometria sferica,
per distanze sufficientemente pic-
cole invece possiamo utilizzare la
tecnica vista sopra che ci permet-

te di calcolare �T�� U�V�WP e  XP , da cui la
distanza tra S e S&P si ottiene comeY S 5 S P Y 2BZ [\� 5 � P^]V_ 87[\ 5  P^]V_
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La periodicità di `badc e egfI`
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Grafica al calcolatore e geometria

La grafica al calcolatore e le discipli-

ne affini come la geometria computa-
zionale e l’elaborazione delle immagini
si basano sulla matematica. È impor-

tante separare gli algoritmi dalla loro
realizzazione mediante un linguaggio
di programmazione. È importante se-

parare la rappresentazione matemati-
ca delle figure nello spazio dalle imma-
gini che creiamo sullo schermo di un

calcolatore.
Il matematico è molto avvantaggia-

to in questo. Già semplici nozioni di

trigonometria e di geometria affine e
algebra lineare possono rendere facili
o immediate costruzioni e formule di

trasformazione (e quindi gli algoritmi
che da esse derivano) che senza que-
sti strumenti matematici risulterebbe-

ro difficoltose o non verrebbero nem-
meno scoperte.

La geometria proiettiva, apparente-

mente una vecchia teoria astratta e fi-
losofica, diventa di sorpresa una tecni-
ca molto utile per trasformare compiti

di proiezione in semplici calcoli.
I concetti dell’analisi e della geometria
differenziale portano

all’introduzione e al-
lo studio delle curve
e superficie di Bézier, kmlon

pq
lsr tu lovw lox

largamente utilizzate nei programmi
di disegno al calcolatore (CAD, compu-
ter aided design).

La topologia generale, una disciplina

tra la geometria, l’analisi e l’algebra, è

la base della morfologia matematica e

la topologia algebrica possiede applica-

zioni naturali in robotica.
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Il triangolo

� �
A P’ C’ P C

B’

B

In questa figura i segmenti ����� e

� � � � sono paralleli. Nella geome-
tria elementare si dimostra che le
proporzioni del triangolo più picco-

lo �	� � � � sono uguali alle propor-
zioni del triangolo grande �	��� .
Cio significa che, se �	� denota la

lunghezza del segmento �	� , allo-
ra

�
� �
�	�

� �	� �
���

� � � � �
���

Se il valore comune di queste tre
frazioni viene denotato con � , ab-
biamo quindi

�
� � � �� �
�
�	� � � �� ���
� � � � � �� ���

Una relazione analoga vale anche
per le altezze:

� ����� � �� � �
Dati tre punti ��������� denotiamo
con �	���	�	���	��� l’angolo � tra i seg-
menti ��� e �	� :

A C

B

�

�

 

Evidentemente !�"#�$"&%(')!+* .
Con , e - indichiamo gli altri

due angoli come nella figura; spes-
so serve solo la grandezza assoluta
degli angoli, allora si lasciano via
le punte di freccia.

Nella prima figura il triangolo pic-
colo e il triangolo grande hanno gli
stessi angoli, cioè

�	���	�	���	��� � �	�����	�.���	�/���
�	�����������0� � �	��� � ����� � � � �
�	�1���������	� � �	�1�	�2�������	���	�

Si può dimostrare ed è chiaro in-
tuitivamente che, dati due triango-
li con gli stessi angoli, essi possono
essere sovrapposti in maniera ta-
le che si ottenga una figura simile
alla nostra.

Ogni triangolo può essere consi-
derato (talvolta anche in più modi
- quando?) come unione di due tri-
angoli rettangoli.

A C

B

P

343

Le formule per i triangoli rettan-
goli sono particolarmente sempli-
ci; conviene quindi studiare sepa-
ratamente i triangoli � � � e � ��� .

Il triangolo rettangolo

Il triangolo �	��� sia rettangolo, ad
esempio �	�����������0� �65 !+* .

A C

B

b

c
a

7

Il lato più lungo è quello opposto
all’angolo retto, cioè �
� , e si chia-
ma ipotenusa, i due altri lati sono
più brevi e sono detti cateti.

La somma dei tre angoli �8�9,8��-
di un triangolo è sempre uguale a
%:';! * :
�=<>,?<@- � %:';! * .

Ciò implica che un triangolo può

avere al massimo un angolo retto
(se ce ne fossero due, il terzo dov-

rebbe essere zero e non avremmo
più un triangolo).

Teorema di Pitagora: Dato un
triangolo rettangolo e posto ACB �
��� , D�B � ��� e E0B � �	� come nella
figura, si ha

AGFH<ID:F � E:F .
Dimostrazione: Pag. 9.

Il teorema di Pitagora implica che
l’ipotenusa è veramente più lunga
di ciascuno dei due cateti (perché
AJ��D0KL! ). La relazione E F � A F <ID F
può essere anche usata per il cal-
colo di uno dei lati di un triangolo
rettangolo dagli altri due:

E �NM A F <@D F
A �OM E FQP D F
D � M E FQP A F

Le funzioni trigonometriche

Consideriamo la seguente figura,

A C

B

b

c
a

Rb’

c’ a’�

in cui AJ��D;�9E sono come prima i lati del
triangolo rettangolo più grande e A � ��D �
e E � sono i lati del triangolo più piccolo,

che è ancora rettangolo. Le proporzioni
nella figura dipendono solo dall’angolo
� , si ha cioè

ES�
E
� DT�
D
� AU�
A ,

e da ciò anche

A �
E �
� A
ED �

A �
� D
AES�

D �
� E
D

Questi rapporti sono perciò funzioni
dell’angolo � che vengono dette funzioni
trigonometriche e denotate come segue:

V�WYX �LB � A
E[Z:Z(Z seno di �

\(];V �NB � D
E[Z:Z(Z coseno di �

^�_ X �@B � A
D[Z:Z(Z tangente di �

\(] ^ �NB � D
A Z:Z(Z cotangente di �

Dalle definizioni seguono le relazioni

A � E V�W`X � � D ^�_ X �
D � E \(];V � � A \(] ^ �
E � AV�W`X �

� D\(];V �
Esercizio 1: Calcolare V�W`Xbadc * , \(])Veadc * ,^�_ Xba+c * , \S] ^ a+c * .
Esercizio 2: I valori delle funzioni tri-
gonometriche si trovano in tabelle oppu-
re possono essere calcolati con la calco-
latrice tascabile oppure con una sempli-
ce istruzione in quasi tutti i linguaggi
di programmazione. Ricavare in uno di

questi modi i necessari valori per calco-
lare la distanza f e l’altezza A nella se-
guente figura:

100 m

a

d

F9g�h i
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La dimostrazione indiana

In una fonte indiana del dodicesimo
secolo si trova il seguente disegno, con
una sola parola in sanscrito: guarda!

c

a

b-
a

a

Da esso si deduce immediatamente il

teorema di Pitagora:
Il nostro triangolo rettangolo abbia

i lati ��������� con �	�
���
� . Allora l’area
del quadrato grande è uguale a quella
del quadrato piccolo più quattro volte
l’area del triangolo, quindi

�������������������� ���� ,

cioè

���������� � ������� �!� � ���"�#������� � .
Esercizio: Disegnare la figura nel ca-

so che �$�#� e convincersi che la dimo-
strazione rimane ancora valida.

Il triangolo isolatero

Consideriamo adesso un triangolo iso-
latero di lato 1. In esso anche gli ango-
li devono essere tutti uguali, quindi,
dovendo essere la somma degli angoli%�&�')(

, ogni angolo è uguale a * ')( .

+, +,
1 1

h

-�.0/

1�. /

Dalla figura otteniamo

2 ��3 % �546 �87 9�
:�;=< * ' ( �?>@ : 9 ' ( �87 9�
:�;=< 9 'A( �?>@ : * 'A( � %�B0C < * 'A( � � 2 � 7 9B0C < 9 'A( �

%� 2 �87 99

Angoli sul cerchio

Siccome le lunghezze assolute non sono impor-
tanti, possiamo assumere che l’ipotenusa del tri-

angolo rettangolo considerato sia di lunghezza 1
e studiare le funzioni trigonometriche sulla cir-
conferenza di raggio 1.
Questo ci permette inoltre di estendere la defini-

zione delle funzioni trigonometriche a valori ar-
bitrari di D , non necessariamente sottoposti alla
condizione EGF
DHF
I�E ( come finora. Definiamo

J1KML�N JPOQ RS

prima TMUWV�D e X0Y�T�D per ogni D con E�Z[D\Z^]�_�E ( come nelle seguenti figure:

`	acb

X0Y�TdD	e
fTgUWV�D	ehE

ikjhl	monqpdr

D
XsY�T�D\t^ETMUWV�Dot^E

KuL�N JvOQ RS
wyx[z b|{

D
XsY�T�D	eHETgUWV!D	e}f

~0�q���h���[�g�s���
D
XsY�T�D\F[ETMUWV�D\t�E

KML�N JOQ RS
�G�����q� {

D
XsY�T�D	e
��fTMUWV!D	eHE

�M� i��� ���o�������
D

X0Y�T�D\F^ETgUWV�DoF^E
KuL�N J  ¡¢£

¤G¥�¦§ � {

DXsY�TdD	ehETgUWV!D	e}��f

¨s© i � � �$�oª�«�¬�
D

X0Y�TdD\t[ETgUWV�D\F[E

KuL�N J   ¡¢£

Definiamo poi ogni volta®g¯ V�D\° e TgUWV!DX0Y�T�D XsY ® D\° e XsY�T�DTMUWV!D
quando XsY�TdDh±e
E risp. TMUWV!D�±e�E . Si vede subito che questa definizione coincide

con quella data a pag. 8, quando E�F[D\F^I�E ( .
Quindi

®�¯ V�D	e fX0Y ® D quando entrambi i valori sono definiti.

Se D è infine un numero reale qualsiasi (non necessariamente compreso traE e ]�_�E ( ), esiste sempre un numero intero ² tale che D³e´²cµA]�_�E (·¶ D . conE�Z[D . F�]�_�E ( e possiamo definire XsY�T�D\° e�XsY�T�D . , TgUWV!D\° e�TMUWV�D . , ®g¯ V�D\° e ®�¯ V�D . ,XsY ® D\° e�XsY ® D . .
In matematica si identifica l’angolo con la

lunghezza dell’arco descritto sulla circonferenza
tra i punti ¸ e ¹ della figura a lato, aggiungen-
do però multipli del perimetro della circonferen-

za se l’angolo è immaginato ottenuto dopo essere
girato più volte attorno al centro. Se il centro del
cerchio è l’origine º»EA¼�E¾½ del piano, possiamo as-

sumere che ¸¿e}ºuf�¼�E¾½ . Siccome il perimetro del-

la circonferenza di raggio 1 è ÀÁ , si ha ]�_�E ( eHÀÁ .

D
1

E

P

È chiaro che un angolo di Â ( è uguale a
Â]�_�E ÀÁ , in altre parole Â ( e ÀÁ�Â]�_�E ,

e viceversa D	eHD ]�_�E (ÀÁ per ogni D\ÃÅÄ . Infatti f�e ]�_�E (ÀÁÇÆ�È¾É�Ê À�I È¾É�É I È f ( .
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Il teorema del coseno

Dato un triangolo con i vertici���������
poniamo ancora 	�
 � ��

,� 
 � ���
e ��
 � ���

. Denotiamo
inoltre con ��� la lunghezza della
proiezione di

���
su

���
misuran-

do a partire da
�

. In modo analo-
go sono definite le grandezze ��� , � �
ecc. Se l’angolo � è ottuso, ��� sarà

negativo. Sono possibili quattro si-
tuazioni:

�
A C

B

b

c

a

�
In questo caso ����� �

.

A C

B

�
c

a

b

���

A C

B

b

a

c

��� � �
�

P

Si osservi che qui � � è la lunghezza
di tutto il segmento

��!
.

B

A C

c

b

a

�"���
�

Teorema: In tutti i casi, quindi in

ogni triangolo, vale la relazione

	$#%� � #'&(��#*),+ � ��� .
Per simmetria vale anche

� # �-	 # & � # ),+.	 � � .

Dimostrazione: Quando ���/� �
, la

formula diventa 	 # �0� # ) � # e
segue direttamente dal teorema di
Pitagora.

Nei rimanenti tre casi calcolia-
mo l’altezza del triangolo con il
teorema di Pitagora in due modi.
Nella seconda figura abbiamo

��#*)1��#� �2	$#�)�3 � )1���54�# ,
cioè

��#*)1��#� �2	$#�) � #'&�+ � ���6)7��#� ,
per cui

� # �-	 # ) � # &�+ � ��� .
Similmente nella terza figura

��#*)1��#� �2	$#�)�38���') � 4�# ,
la stessa equazione di prima.
Nella quarta figura infine abbiamo

��#*)�3�)%����4�#*�2	$#*)93 � )7���54�# ,
che è ancora la stessa equazione.

Teorema di Pitagora inverso:

Un triangolo è rettangolo con
l’ipotenusa � se e solo se

��#%�-	$#:& � # .
Dimostrazione: Dalla figura in alto
a destra a pag. 8 si vede che il tri-
angolo è rettangolo con ipotenusa

� se e solo se
� ���<; (oppure, equi-

valentemente, 	=���-; ). L’enunciato
segue dal teorema precedente.

Teorema del coseno:

	$#*� � #'&(��#>),+ � � ?�@BA$�
Dimostrazione: ���>�2�C?�@DA"� in tutti
e quattro i casi del precedente teo-
rema (cfr. le definizioni degli ango-

li sul cerchio a pag. 9).

Il grafico della funzione seno

E
E

EEEEE
E
E
E
E E E E E

E
�F G

G
G G G G G

G
G

G
G

H I J � K
LM NO

�"K H K # K P�K Q�K R�K S�K � F
H
F

La periodicità di sin e cos

Dalle definizioni date a pag. 9 segue che

?�@BAT38�U&WVBXB;BYD4:��?�@DA"�
A�Z\[]38�^&WVDXB;BYB4��_A�Z\[%�

per ogni numero reale � . Invece di VBXD; Y
possiamo anche scrivere +.` , quindi

?�@BAT38�U&�+.`]4'��?�@BA"�A�Z\[]38�^&�+T`a4b�cA�Zd[%�
per ogni numero reale � . Le funzioni A�Z\[
e ?�@DA sono quindi funzioni periodiche con
periodo +T` .

Facendo percorrere � l’asse reale e ri-
portando A�Z\[%� come ordinata, otteniamo
il grafico della funzione seno rappresen-

tato in basso a sinistra.

Altre proprietà di seno e coseno

?�@BAT3�)%�:4:� ?�@BA"�A�Z\[]3�)%�:4b�e)^A�Zd[%�
per ogni numero reale � , come si vede
dai disegni a pagina 9. Il coseno è quindi
una funzione pari, il seno una funzione
dispari.

Teorema di addizione:

A�Z\[]38�^&,fa4b��A�Z\[%�1g�?�@BAhf�&WA�Z\[*fig�?�@DAh�
?�@BAT38�U&,fj4:��?�@DA"�kg�?�@BA=fk)1A�Zd[%�lg�A�Z\[*f

Dimostrazione: Non richiesta. Una di-
mostrazione geometrica si trova nei li-

bri scolastici, una dimostrazione anali-
tica forse verrà data nei corsi di Analisi.

Esercizio: ?�@BA"�7�2A�Z\[]38�U& `
+ 4 .

Verificare l’enunciato prima nelle illu-
strazioni a pag. 9 e utilizzare poi il teo-
rema di addizione per la dimostrazione.

Esercizio: Calcolare A�Z\[m+.� e ?�@DAC+.� .

Teorema: A�Z\[n#C�^&,?�@BA5# �1�po .
Ciò segue direttamente dalle definizio-

ni geometriche. Mentre queste proprietà

algebriche delle funzioni trigonometriche
rimangono valide anche per un argomentoq complesso, ciò non è più vero per le disu-
guaglianze r8sutwv q rhx�y e r8z�{�s q rhx2y . Infat-

ti, se dall’analisi complessa anticipiamo le
formule

z�{�s}|m~e�
�d���

�
� �d�

�
sutwv'|�~ �

�d�%�
�
� �d�

���
valide per ogni numero complesso | , ve-

diamo che ad esempio z�{�s}� � ~ �
� � � � �� ,

quindi per � reale e tendente ad infinito

(in questo caso �
� � tende a � ) z�{�s}� � si com-

porta come � �� e tende quindi fortemente

ad infinito.
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Distanze in ���
La distanza tra due punti �����	��
������� e �����	��
�������� del piano reale� � si calcola secondo il teorema di Pitagora come� ����� � ��� �	� 
 ��� 
 � � � �	� � ��� � � � .
La distanza del punto � dall’origine è quindi

� � � � � � � 
 � � �� e
viceversa la distanza di � e � è proprio la lunghezza del vettore�!��� .

" #%$'&(#')�*

" +$'&	+%)�*

+,$�-.#%$ /
0 12 03 4�576 3

8

+:9

+ $ +:)
; < ;

= >'?@BA > ??
Formule del tutto analoghe si hanno nello spazio tridimensionale�.C . Calcoliamo prima la lunghezza

� � � di un vettore �����	� 
 �'� � ��� C �
utilizzando la figura a destra, dalla quale si vede che� � � � �D�%� � � 
 � � �� � � � � �C �E� � 
 � � �� � � �C ,
per cui� � � � � � � 
 � � �� � � �C .
Se adesso �F�G�	� 
 ��� � ��� C � è un altro punto, la distanza tra � e �
sarà uguale alla lunghezza di �!��� , quindi� ����� � ��� �	� 
 ��� 
 � � � �	� � ��� � � � � �	� C ��� C � � .
Per ogni HJILK possiamo definire lunghezze e distanze in � � nello
stesso modo. Per �����	��
���MM�M���� � �.NO� � poniamo� � �QP � � � � 
 �ERR�RS� � �� ,
e se �T�U�	��
���MM�M���� � � è un altro punto, la distanza tra � e � è la
lunghezza di �!��� , cioè� ����� � � � �	�V
W����
:� � �XR�R�RB� �	� � ��� � � � .
Il prodotto scalare

Siano come sopra Y[ZF\]Y 
�^%_:_:_%^ Y �a`
e bcZT\]b 
�^%_:_:_%^ b � ` due punti di d � .
Allorae
Ycf�b

e � Z �gh�i 
 \(Y h fOb h ` � ZZ �gh�i 
 Y �hkj �gh�i 
 b �h fcl �gh�i 
 Y h b h ZZ
e
Y
e � j e b

e � fOl �ghi 
 Y h b h .
L’espressione \]Y ^ b `Wm Z �gh�i 
 Y h b h si

chiama il prodotto scalare dei
vettori Y ed b . Esso è di fonda-
mentale importanza per tutta la

geometria.
Dall’ultima serie di equazioni

otteniamo

e
Ycf�b

e � Z
e
Y
e � j e b

e � fOln\]Y ^ b ` .
I due punti Y ed b formano in-
sieme all’origine o un triangolo
(eventualmente degenerato) i cui

lati hanno le lunghezze

e
Y
e
,

e
b
e
e

e
Y!fpb

e
. Assumiamo che il trian-

golo non sia degenerato e sia q
l’angolo opposto al lato di lung-
hezza

e
Y�frb

e
. Per il teorema del

coseno abbiamoe
Ysftb

e � Z
e
Y
e � j e b

e � f!l
e
Y
eue
b
ewv%x�y

q ,

da cui

\(Y ^ b ` Z
e
Y
eue
b
ewv%x�y

q .

Fare un disegno!

Ortogonalità

La formula fondamentale\(Y ^ b ` Z
e
Y
eue
b
e	v:x�y

q
rimane valida anche se Y e b sono uno un multi-
plo dell’altro, ad esempio b�Z{z	Y per z}|~d , però
entrambi �ZEo (ciò implica zc�Z�o ). In questo caso
infatti il triangolo determinato da Y , b e o è dege-
nerato, ma è naturale assegnare all’angolo tra Y
e b il valore o (per cui

v%x�y
qOZX� ) se z ��o e invece

il valore �:��oB� (cosicché

v%x�y
q�ZFf�� ) se z���o .

Inoltre \(Y ^ b ` ZF\]Y ^ z	Y ` Z�z'\]Y ^ Y ` Z�z
e
Y
e � e

e
Y
eue
b
e
Ze

Y
eue
z	Y
e
Z
e
z
eue
Y
eue
Y
e
Z
e
z
eue
Y
e � . Dimostrare queste rela-

zioni e concludere da soli, stando attenti ai segni.
Quindi se i due vettori sono diversi da zero (ciò

implica che anche

e
Y
e
�ZDo e

e
b
e
�Z�o ), allora essi

sono ortogonali (cioè q�Z���o � oppure q�ZJlB��o � ) se

e solo se

v%x�y
q�Z�o , cioè se e solo se \(Y ^ b ` ZJo .

Siccome infine \]Y ^ o ` Z�o per ogni Y , è naturale
includere anche il vettore o tra i vettori ortogona-
li ad Y . Raccogliendo tutto possiamo perciò dire:

Due vettori Y ed b di d � sono ortogonali se e

solo se \]Y ^ b ` ZJo .
Rette nel piano

Una retta � nel piano reale d � possiede una rap-
presentazione parametrica��Z���� j z	�

e
z�|�d�� ,

dove � ^ ��|[d � con ���Z�o .
�

� �
� iO� �S��w����

�����
 
¡£¢¥¤ ¡'¦�§

¡©¨ ª
�,� �%�

« �%�
�,� �¬

Il vettore  Z®\  
B^  � `cm Z®\¯fW� �°^ � 
 ` che si ottiene
ruotando � di ��oS� è anch’esso diverso da zero. Un
punto Y�ZL\(Y 
�^ Y � ` appartiene alla retta se e solo

se il vettore Y�fO� è parallelo a � , cioè se e solo
se Y�f~� è ortogonale ad  . Quindi i punti del-
la retta sono esattamente i punti che soddisfano
l’equazione 
 \]Y 
 f[� 
 ` j  � \]Y � f[� � ` ZJo , (*)

che può essere scritta anche nella forma 
 Y 
 j  � Y � Z  
 � 
 j  � � � .
Siccome però  
 e  � non sono entrambi zero, per
ogni ± |pd si trovano facilmente � 
 e � � tali cheQ
 � 
 j °� � � Z ± . Ciò mostra che ogni equazio-
ne della forma  
 Y 
 j  � Y � Z ± può essere por-

tata nella forma (*) e descrive perciò una retta
ortogonale ad  e quindi parallela a � . La retta 
 Y 
 j  � Y � ZTo è tra queste rette tutte parallele
ad � quella che passa per l’origine.

Troviamo ad esempio una rappresentazione pa-

rametrica per la retta ² Y j´³ b�Zµ�:� . Per b�Z¶o
troviamo YtZ´· , quindi ��Z¸\(· ^ o ` è un punto della

retta che deve essere parallela a �¹ZF\ ³ ^ f ² ` .
Se º e » sono due punti distinti di � � , una

rappresentazione parametrica e l’equazione
della retta passante per questi due punti si
trovano ponendo ¼ P �E»¹�½º .
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I linguaggi di programmazione

Un linguaggio di programmazio-

ne è un linguaggio che permette

la realizzazione di algoritmi su un

calcolatore. Il calcolatore esegue

istruzioni numeriche (diverse a se-

conda del processore) che insieme

formano il linguaggio macchina

del calcolatore. Tipicamente queste

istruzioni comprendono operazio-

ni in memoria, istruzioni di flusso

(test, salti, subroutines, termina-

zione), definizioni di costanti, ac-

cesso a funzioni del sistema opera-

tivo, funzioni di input e output.

I numeri che compongono il lin-

guaggio macchina possono essere

inseriti direttamente in memoria.

Un programma scritto in un altro

linguaggio di programmazione de-

ve invece essere convertito in lin-

guaggio macchina; ciò può avve-

nire prima dell’esecuzione del pro-

gramma tramite un compilatore

che trasforma il programma scrit-

to nel linguaggio sorgente in codice

macchina oppure tramite un inter-

prete che effettua una tale trasfor-

mazione durante l’esecuzione del

programma e solo in parte per quei

pezzi del programma che devono

essere in quel momento eseguiti.

Siccome il codice preparato da un

compilatore è già pronto mentre

le operazioni dell’interprete devono

essere ripetute durante ogni esecu-

zione, è chiaro che i linguaggi com-

pilati (assembler, C) sono più velo-

ci di quelli interpretati (Perl, Lisp,

Apl, Basic).

La velocità del hardware moder-

no rende meno importanti queste

differenze. Spesso, come nel Perl,

il linguaggio utilizza moduli (scrit-

ti ad esempio in C) già compilati e

quindi la traduzione riguarda solo

una parte del programma, oppure

è possibile, come in Java (e di na-

scosto anche in Perl), una compila-

zione in due tempi, che traduce il

programma sorgente prima in co-

dice indipendente dalla macchina

(linguaggio per una macchina vir-

tuale o bytecode) che su un calcola-

tore specifico viene poi eseguito da

un interprete.

Nonostante che algoritmi e pro-

grammi dovrebbero essere separa-

ti il più possibile, la sintassi e so-

prattutto i tipi di dati previsti o

definibili di uno specifico linguag-

gio inducono a paradigmi di pro-

grammazione diversi. Molto spes-

so è possibile, una volta appresi i

meccanismi, imitare le costruzio-

ni di un linguaggio anche in altri;

per questa ragione è molto utile co-

noscere linguaggi diversi per avere

un bagaglio di tecniche applicabi-

li in molti casi indipendentemente

dal linguaggio utilizzato.

Tre problemi semplici

Daremo adesso una prima panora-
mica dei più diffusi linguaggi di
programmazione; nell’ultimo nu-
mero del corso verranno presenta-

ti il Lisp, il Prolog, il Forth e alcuni
linguaggi del passato (Algol, PL/1,
Apl, Cobol). Il C è indispensabile
e il linguaggio più noto, il Perl il
più ricco e il più utile, il Lisp il più
profondo, il Java il linguaggio più
di moda (e uno di quelli più richie-
sti dal mercato). Per illustrare il

loro uso utilizzeremo i seguenti tre
problemi:

1. Calcolo del prodotto scalare di
due vettori.

2. Calcolo dei numeri di Fibo-

nacci (pag. 13).
3. Retta passante per due pun-

ti distinti � e � nel piano. Risol-
veremo quest’ultimo compito con
l’algoritmo indicato a pag. 11:

(1) Input di ����� �����������
e � �����!�"�#�$�"� .

(2) %&�'��%(���)%*���+�,�.-�� .
(3) /&�'��/0�"�#/1���+�'�2-3%*�4�5%6�7� .
(4) 83�9/:���;��<=/>�?��� .
(5) Output dell’equazione

nella forma
/:�)@A<=/>�7B&�,8 ,
dove / � �5/ � e 8
sono i valori calcolati
nei punti (3) e (4).

In questo modo si può naturalmen-
te solo esemplificare la sintassi e
non diventano visibili i punti forti
o deboli dei linguaggi (strutture di

dati, modularità, possibilità di una
programmazione funzionale).
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Procedure e funzioni

Una procedura in un programma è
una parte del programma che può es-

sere chiamata esplicitamente per ese-
guire determinate operazioni. In un
linguaggio macchina una procedura o

subroutine è un pezzo di codice, di cui
è noto l’indirizzo iniziale e da cui si
torna indietro quando nell’esecuzione

del codice vengono incontrate istruzio-
ni di uscita. Una procedura può dipen-
dere da parametri (detti anche argo-

menti); una procedura che restituisce
(in qualche senso intuitivo) un risul-
tato si chiama funzione e corrisponde

nell’utilizzo alle funzioni o applicazio-
ni della matematica. Una differenza
importante è, nei linguaggi non pura-

mente funzionali, che procedure e fun-
zioni spesse eseguono delle operazioni
i cui effetti non sono sempre rilevabili

dal risultato; in tal caso la dimostra-
zione della correttezza di un algoritmo

è più complicata di una normale dimo-
strazione matematica. Per questo og-
gi si cerca di sostituire il più possibi-

le gli algoritmi procedurali tradizionali
con tecniche che utilizzano solo funzio-
ni e operazioni matematiche con fun-

zioni (composizione di funzioni, forma-
zione di coppie).

Una procedura o funzione in un pro-

gramma si chiama ricorsiva se chia-
ma se stessa. Il concetto di ricorsività
è molto importante in matematica, in-

formatica, logica e forse in molti comu-
ni ragionamenti umani. Calcoliamo il
fattoriale CED+F GIHKJ*L&J*M3J�J"J5C di un nu-

mero intero C tramite una funzione ri-
corsiva in Perl:

sub fatt N my $n=shift;

if ($n O 1) N $n*fatt($n-1) P
else N 1 P!P
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I numeri di Fibonacci

La successione dei numeri di Fibonacci è definita dalla ricorrenza���������	��
�������������������������
per ����� . Quindi si inizia

con due volte 1, poi ogni termine è la somma dei due precedenti:
��
� � �! ��#"��!$��%
% �� � 
&�%'(')' . Un programma iterativo in Perl per calcolare
l’n-esimo numero di Fibonacci:

sub fib1 * my $n=shift; my ($a,$b,$k);
return 1 if $n + =1;

for ($a=$b=1,$k=2;$k + =$n;$k++)* ($a,$b)=($a+$b,$a) , $a ,
Possiamo visualizzare i numeri di Fibonacci da

� �
a
� �-�

e da
�/. �

a��0!�
con la seguente funzione:

sub visfibonacci* for (0..20,50..60) * printf(“%3d %-12.0f 1 n”,$ ,fib1($ )) ,2,
La risposta è fulminea.

La definizione stessa dei numeri di Fibonacci è di natura ricorsiva,
e quindi sembra naturale usare invece una funzione ricorsiva:

sub fib2 * my $n=shift;
return 1 if $n + =1;

fib2($n-1)+fib2($n-2) ,
Se però adesso nella funzione fibonacci sostituiamo fib1 con fib2,
ci accorgiamo che il programma si blocca dopo la serie dei primi 20
numeri di Fibonacci, cioè che anche i velocissimi Pentium non sem-
brano in grado di calcolare

�3. �
. Infatti qui incontriamo il fenome-

no di una ricorsione con sovrapposizione dei rami, cioè una ricorsio-
ne in cui le operazioni chiamate ricor-
sivamente vengono eseguite molte vol-
te. Questo fenomeno è frequente nella
ricorsione doppia e diventa chiaro se os-
serviamo l’illustrazione a lato che mo-
stra lo schema secondo il quale avvie-
ne ad esempio il calcolo di

�/4 �
. Si ve-

de che
�/5-4

viene calcolato due volte,
�35!5

tre volte,
� 5 0

cinque volte, ecc. (si ha l’impressione che riappaia la
successione di Fibonacci e infatti è cosı̀, quindi un numero esorbitan-
te di ripetizioni impedisce di completare la ricorsione). È noto che� �

è approssimativamente (con un errore minore di 0.5) uguale a�6 .87 �:9 6 .�<; �=9�� e quindi si vede che questo algoritmo è di complessità

esponenziale.

Il metodo del sistema di primo ordine

Più avanti in analisi si impa-
rerà che un’equazione differen-
ziale di secondo ordine può es-
sere ricondotta a un sistema di

due equazioni di primo ordine.
In modo simile possiamo trasfor-
mare la ricorrenza di Fibonacci
in una ricorrenza di primo ordi-
ne in due dimensioni. Ponendo> �@? �A���B�-C=�D? �A�������

otteniamo
il sistema

> �=9�� � > � �EC �C=�9/�F� > �
per �G�IH con le condizioni in-
iziali > �J�K
&�!C=�L� H (si vede su-
bito che ponendo

� ��� � H la re-
lazione

���=9��M�N���O�P�������
vale

per �A� 

). Per applicare que-

sto algoritmo dobbiamo però in
ogni passo generare due valori,
avremmo quindi bisogno di una

funzione che restituisce due va-
lori numerici. Ciò in Perl, dove
una funzione può restituire come
risultato una lista, è molto facile:

sub fib3 * my $n=shift; my ($x,$y);

return (1,0) if $n==0;
($x,$y)=fib3($n-1); ($x+$y,$x) ,

Per la visualizzazione dobbiamo
ancora modificare la funzione fi-

bonacci nel modo seguente:

sub visfibonacci * my ($x,$y);

for (0..20,50..60)* ($x,$y)=fib3($ );
printf(“%3d %-12.0f 1 n”,$ ,$x) ,2,

Numeri esadecimali

Nei linguaggi macchina e assembler molto
spesso si usano i numeri esadecimali o, più
correttamente, la rappresentazione esadeci-
male dei numeri naturali, cioè la loro rap-

presentazione in base

%Q

.
Per �&R $S��P
 HUT 
2Q � �V
�W T 
2Q��J" T 
 potremmo

ad esempio scrivereXY=Z=[]\_^�`%a�b#`2c/b!d�e
16.

In questo senso
`%a�b�`2c

e
d

sono le cifre della
rappresentazione esadecimale di

XY=Z=[
. Per

poter usare lettere singole per le cifre si in-
dicano le cifre

`%a�bgf=f=fb#`hd
mancanti nel siste-

ma decimale nel modo seguente:`%a i`=` j`hX k`%l m`2c n`hd o
In questo modo adesso possiamo scrivere�R $&SM� 7qpsr " ; �t0 . In genere si possono usa-
re anche indifferentemente le corrispondenti
lettere minuscole. Si noti che

^uove
16

\P`%d
as-

sume nel sistema esadecimale lo stesso ruo-
lo come il

[
nel sistema decimale. Quindi^uo=ove

16

\ � ""w�x
%Q �zy 
M� �
4 y 


. Un nu-
mero naturale � con HV{|�}{~� "" si chiama
un byte, un bit è invece uguale a H o a



.

Esempi: a ^ua�e
16`�c ^tn8e
16`%d ^:ove
16`2� ^�`2a�e
16X&Z ^�`2k�e
16X 5 l=X ^!X&a�e
16X 6 �&c ^uc=a�e
16�=d ^ucv`e
16[Y ^-��`e
16`hX&Y ^-Y&ove
16X 7 `hX&Z ^-Za�e
16Xal ^-k�j8e
16X&cc ^uocve
16X=dd ^uoove
16X 8 X=d&� ^�`%aa�e
16X 10 `%agX�c ^ucgaa�e
16X 12 cga=[� ^�`%a=aa�e
16�gd=dl=d ^uo=o=oove
16X 16 �gd=dl� ^�`%a=aa=a�e
16

Si vede da questa tabella che i byte sono

esattamente quei numeri per i quali sono

sufficienti al massimo due cifre esadecimali.

Nell’immissione di una successione di nume-

ri esadecimali come un’unica stringa spesso

si pone uno zero all’inizio di quei numeri (daa
a
[
) che richiedono una cifra sola, ad es-

empio la stringa
agdlgX�i�Xav`2c&n�dZ=�i=Ygda&ngii

può

essere usata per rappresentare la successio-

ne
^
5,32,A2,1,4E,58,6A,75,E,AA) di numeri

esadecimali.
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Diagrammi di flusso

Algoritmi semplici possono esse-
re espressi mediante diagrammi di

flusso. Illustriamo questo metodo
con un algoritmo per i numeri di Fi-
bonacci.

n = input

n = 0?

n = 1?

FP = 1

F = 1

k = 0

k = k+1

k = n?

X = F
F = F+FP

FP = X

F = 1

output = F

no

no

no

sı̀

sı̀

sı̀

La tecnica dei diagrammi di flussi

oggi viene usata pochissimo; è len-
ta e poco efficiente e non adatta alla
rappresentazione di strutture di da-
ti complesse. Può essere utile (nei

primi giorni) al programmatore prin-
cipiante per apprendere in un modo
visivo alcuni meccanismi della pro-
grammazione procedurale.

Talvolta, soprattutto nei libri sug-
li algoritmi, si usano pseudolinguag-
gi, cioè linguaggi che non sono veri
linguaggi di programmazione e nem-

meno formalmente definiti in tut-

ti i dettagli, ma le cui istruzioni e
costruzioni hanno un significato fa-

cilmente intuibile. In un tale pseu-
dolinguaggio il nostro diagramma di
flusso potrebbe essere cosı̀ tradotto:

���������
	��
����������
��������������	����
����������
��������������	����
��� ���� ���� ���

���
�� ��"! � � ��# �
�� � �����
�����������������$���% � �� � ��#
������ � %
�������������
 ��

	
���&! � ���
�������'! ��	��
��	���� �

La rappresentazione di un algorit-
mo mediante un pseudolinguaggio è
spesso adeguata quando si vuole stu-

diare la complessità dell’algoritmo,
perché in genere le istruzioni del
pseudolinguaggio corrispondono in
un modo trasparente alle operazio-

ni effettivamente eseguite dal pro-
cessore. D’altra parte però que-
sto tipo di rappresentazione induce
facilmente il programmatore a una

concezione procedurale tradizionale
degli algoritmi.

Si noti che nel diagramma di flus-

so e nel pseudolinguaggio abbia-

mo usato il segno di uguaglianza

sia per le assegnazioni (ad esempio(")*("+-,
ovviamente non può esprime-

re un’uguaglianza ma significa che il

valore di
(

viene modificato e posto

uguale a uno in più di quanto era pri-

ma) sia nei test di uguaglianza. Per

distinguere i due utilizzi molti lin-

guaggi (tra cui il C, il Perl e il Java)

usano un doppio segno di uguaglian-

za (
)&)

) nei test di uguaglianza.

Il linguaggio macchina

Proviamo a scrivere nel linguaggio macchina del 6502 l’algoritmo per la mol-
tiplicazione con 10 di un byte . . L’aritmetica nel 6502 avviene modulo /&0&1 ,
quindi, affinché il risultato sia corretto, deve valere 2435.637/&0 .

Utilizziamo la moltiplicazione russa, che verrà spiegata più avanti, per

questo caso particolare: Formiamo 8:9 ;</*= , poi raddoppiamo . due volte
(cosicché . adesso ha > volte il suo valore iniziale) e aggiungiamo 8 .

Per . usiamo l’indirizzo esadecimale ?'@ , per la variabile 8 l’indirizzo ? , . Nel
6502 tutte le operazioni aritmetiche avvengono nell’accumulatore; dobbiamo

quindi trasferire il contenuto di ?'@ nell’accumulatore mediante l’istruzioneA"B ?'@ . Le istruzioni del 6502 consistono di al massimo 3 bytes, di cui il primo
indica l’operazione, i rimanenti gli argomenti.

Disabilitiamo con C'D la modalità decimale, poi con @ A moltiplichiamo il

contenuto E dell’accumulatore per due (in verità questa istruzione sposta i
bits nella rappresentazione binaria di E di una posizione a sinistra e pone
l’ultimo bit uguale a 0). Memorizziamo il nuovo valore in ? , con D B ? , , poi
effettuiamo due raddoppi con @ A @ A . Mettiamo il riporto uguale a zero con

, D
(esadecimale) e addizioniamo all’accumulatore il contenuto di ? , con F B ? , ;
infine trasferiamo il valore dell’accumulatore nella locazione di memoria ?'@
con D B ?'@ . Il programma completo in linguaggio macchina a questo punto è

A"B ?'@5C'D7@ A D B ? , @ A @ A , D7F B ? , D B ?'@ .

I linguaggi assembler

Il linguaggio macchina del processore
6502, utilizzato da alcuni dei più famo-
si personal computer di tutti i tempi
(Apple II, Commodore, Atari) all’inizio
degli anni ’80, era elegante ed efficien-
te e molto istruttivo, perché era molto

facile lavorare direttamente in memo-
ria. Quei computer, piuttosto lenti se
programmati in Basic, si rivelavano vi-
vacissimi se programmati in linguaggio
macchina (o in assembler). Il processo-
re ha ancora oggi i suoi appassionati e
una pagina Web (www.6502.org/) offre
esempi di codice, descrizioni delle istru-

zioni e links ad altre pagine Web.
Come abbiamo visto, è possibile inse-

rire direttamente un programma in lin-
guaggio macchina in memoria. La dif-
ficoltà non consiste tanto nel memoriz-
zare i codici (almeno per il 6502 che ha
relativamente poche istruzioni), perché
è facile ricordarseli dopo pochi giorni di

pratica, ma piuttosto nella manutenzio-
ne del programma (modifiche, documen-
tazione). Se ad esempio si volesse inser-
ire un nuovo pezzo di programma in un
certo punto, bisogna non solo spostare
una parte del programma (ciò è possibi-
le mediante appositi comandi dal termi-

nale), ma è necessario anche aggiustare
tutti gli indirizzi dei salti.

Per questa ragione sono stati inven-
tati i linguaggi assembler. Cosı̀ si chia-
mano linguaggi le cui istruzioni fonda-
mentali corrispondono esattamente al-
le istruzioni in linguaggio macchina, ma
sono espresse in una forma non numeri-

ca più facile da ricordare, e inoltre per-
mettono l’utilizzo di nomi simbolici per
gli indirizzi. Gli assembler più recenti
(ad esempio per i processori Intel) sono
molto complessi e forniscono moltissime
funzioni.

Il programma in linguaggio macchina

in basso a sinistra viene tradotto cosı̀ in
assembler:

G�H�IKJML�NMOQPJRI�SUT�O�V�VMJ�S�NMO
W�X�Y G�T�Z�JK[�\^]KJKT�_
V*[�Z
X�YK`ba�c�d G�Z�O�[�]e[�T�T
I�VKIMZ�[�NMO�\
`Kf�X G�[�\M_�N�g�VMJ�NM_�ThL�g*_�i�NeZ�J�i�N
f�j�`ba�c&k G�L�NKO�\�Jh[KT�T
I�V�I*Z�[�NKO�\
`Kf�X
`Kf�X
W�XMW G�T�Z�JK[�\UT�[�\�\�l
`�YMWma�c&k G�[�]�]on&_�N�gQT�[�\�\�l
f�j�`ba�c�d

Utilizzando nomi simbolici per gli indi-

rizzi, potremmo scrivere:
W�X�Y
X�YK`qp
`Kf�X
f�j�`qr
`Kf�X
`Kf�X
W�XMW
`�YMWsr
f�j�`qp
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Basic

Il Basic è stato stato uno dei pri-
mi e più popolari linguaggi di pro-
grammazione per PC. Concettual-

mente esprime una programma-
zione orientata ai diagrammi di
flusso ed ha un po’ gli stessi svan-
taggi. Anche dal punto di vista del-
la sintassi è molto limitato: i no-
mi delle variabili possono avere so-
lo due lettere, non ci sono variabili

locali e non ci sono veri sottopro-
grammi o funzioni. Ci sono molti
dialetti e quindi il linguaggio è an-
che poco portatile. Alcuni dei dia-
letti superano in parte le limitazio-
ni del Basic classico ma sono molto
complicati e più difficili da impara-
re dei linguaggi professionali come

C/C++, Perl e Java. Risolviamo i
nostri tre compiti in Basic classico.

Prodotto scalare

��� �����
	�����
��� ������������
�� �����
��������� 
!�� 	�����������"��
# � $�%'&��
�
(�� �����
��������� 
)�� ���������*����"����,+-����"����
.�� $�%'&��
�
����� /����
����� �����
��������� 
����� /��'/�"�	������,+,�������
���� $�%'&��
�
��!�� /����0$���/

Numeri di Fibonacci

��� /����0$��213$ �4165
��� �0$�/�7�� $
��� ����$������'8�%�$9�����
�� ����$����:�'8�%�$9�����
!�� �'/����
# � �����
(�� ;����
)�� ;��';�"��
.�� ����;��'$<�'8�%�$9�����
=�� &����
����� ������"��'/
����� �'/���&
����� >�������)��
����� �����
����� /����0$��<�

Retta passante per ? e @
��� /����0$��413/6�:�41
��� �0$�/�7���/6�
��� /����0$��413/����41
��� �0$�/�7���/��
�� /����0$��410A��:�41
�� �0$�/�7�� A��
!�� /����0$��410A����41
!�� �0$�/�7�� A��
# � B�����A��,C,/6��DEB��'��A���C,/��
(�� 	�����C�B��FDE	��'��B��
)�� G,��	��,+,/6��"�	���+,/��
.�� /����0$��<	��-5H10& "4165I	��J5
.�� /����0$��410K �4165LG

Il punto e virgola nei comandi di
stampa non indica, come in altri
linguaggi, la fine di un comando,
ma un output senza passaggio a
una nuova riga.

Fortran

Il Fortran è insieme al Lisp
uno dei più vecchi linguaggi di
programmazione ancora in uso.
Anch’esso induce a una program-
mazione strettamente procedura-
le e ha molte limitazioni; è lar-
gamente diffuso però in ambien-

te ingegneristico e numerico nono-
stante i molti difetti, soprattutto
perché esistono vaste (e preziose)
librerie di software. Se il program-
ma sorgente viene scritto in un file
alfa.f, sotto Linux il comando

f77 -ffree-form alfa.f -o alfa

crea un file eseguibile alfa.

Prodotto scalare
��%�	�M�	���!��-NO����!�� �0$���%'>�%'�4�-NP/
�������������-NQ!
GSR�	�T���G��FU�UQJNOVW��������	�$2��U�UP!
	����������
���9G'�,$����0$�7�%
�������������-NQ!

�����������,+W�
���9G'�,$����0$�7�%
/����
������X�����-NQ!
/��'/�"�	������,+,�������
��9G'�,$����0$�7�%
Y ������%��3+�NZ+W�S/
%�$��

Retta passante per ? e @
��%�	�M[/6�-NP/��JNQA��-NQA��JNQB��-NQB��JN\	��-N\	��JN�G
Y ������%��3+�N\�����^]P/6�-NP/��JNQA��-NQA��FD']
��%�	'�*�3+�N3�����S/6�-NP/��JNQA��-NQA��
B�����A��,C,/6�
B��'��A���C,/��
	�����C�B��
	��'��B��
G,��	��,+,/6��"�	���+,/��
Y ������%��3+�N\����_	��-N�]Q&9"`]�N\	��JN�]QK<�a]�N�G
������������	'�*����=FUQ���
������������	'�*��	��
�����������	'�*����=FUQ�JN\	'!FNQ��=FUQ�JN\	'!FNQ��=FUQ���
%�$��

Pascal

Il Pascal è stato sviluppato negli anni
’70 da Niklaus Wirth. È un linguaggio
procedurale in cui però molta import-
anza è attribuita ai tipi di dati, anche
complessi, e alla programmazione strut-

turale. Wirth, professore di informatica
a Zurigo, è anche autore di un famoso
libro sugli algoritmi e strutture di dati.

Il Pascal è un po’ meno flessibile e me-
no potente del C e quindi meno popolare
tra i programmatori; è invece spesso in-
segnato nei corsi universitari. Un buon
compilatore Pascal libero che funziona

anche con Linux si trova ad esempio in
gd.tuwien.ac.at/languages/pascal/fpc/www/.
Il file fpc-1.0.4-1.i386.rpm può essere
installato con

rpm -Uvh fpc-1.0.4-1.i386.rpm

(ed eliminato con rpm -e fpc) e per-
mette di invocare man fpc per le istru-
zioni sull’uso del compilatore. Per un
programma semplice contenuto nel fi-
le alfa.pas il comando fpc alfa crea

l’eseguibile alfa e un file oggetto alfa.o

(che può essere rimosso). Dallo stesso
sito si può prelevare anche la documen-
tazione completa che viene installata in
/usr/doc.
/�����>���	��bT�G�	�M'	'��%J5
��K'/�%�B�%'��������%'!���	'����	'Kdc���U�UP!�eb���<��%�	�M�5
B�	'�
��Df�0$���%'>�%'�F5L	JNP�gDhB�%'��������%'!F5
/gDi��%�	�M�5
�'7�$�G,���,�,$
T�G�	�M^��&FNQKdDiB�%'��������%'!���DL��%�	�M�5
B�	'��/gDj��%�	�M�5:��Dk�0$���%'>�%'�F5
��%'>��0$
/gDP���J5
�����
��DP���:����! ���[/gDP�'/�"�&dc���e�+�Kdc���eF5
T�G�	�M'	'��%FDP�'/d5
%�$��F5
��%'>��0$
�����
��DP���:����! ����	Fc���edDP���-5
�����
��DP���:����! ���[�gc���edDP���,+W�-5
/gDP�WT�G�	�M-��	JNP�6�-5
Y ������%�M,$��Z/gDQ(FDQ���-5Hl�l_��������	'������(FUQ�
%�$��dU

Si vede la meticolosa dichiarazione del-
le variabili e la forte strutturazione im-
posta dal programma già in un esempio

cosı̀ semplice. Si noti anche che, a dif-
ferenza da altri linguaggi, l’istruzione
di assegnazione usa il simbolo m�n inve-
ce del semplice n , imitando la notazione
che in matematica si usa per indicare
l’uguaglianza per definizione (pag. 3).
Come in C l’ o -esima componente di un
vettore p viene indicata con prq3o�s .
Delphi è un ambiente di sviluppo ab-

bastanza diffuso per la programmazio-
ne orientata agli oggetti in Pascal sotto
Windows.
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C

Un programma in C o C++ in gene-
re viene scritto in più files, che con-
viene raccogliere nella stessa di-

rectory. Avrà anche bisogno di fi-
les che fanno parte dell’ambiente
di programmazione o di una nostra
raccolta di funzioni. Tutto insieme
si chiama un progetto. I files del
progetto devono essere compilati e
collegati (linked) per ottenere un

file eseguibile (detto spesso appli-
cazione). Il programma in C/C++
costituisce il codice sorgente (sour-

ce code) di cui la parte principa-
le è contenuta in files che porta-
no l’estensione .c, mentre un’altra
parte, soprattutto le dichiarazioni
generali, è contenuta in files che

portano l’estensione .h (da header,
intestazione).

Il C può essere considerato co-
me un linguaggio macchina uni-
versale, le cui operazioni hanno ef-
fetti diretti in memoria, anche se
la locazione concreta degli indiriz-
zi non è nota al programmatore.

Il compilatore deve quindi sapere
quanto spazio deve riservare alle
variabili (e solo a questo serve la
dichiarazione del tipo delle varia-
bili) e di quanti e di quale tipo sono
gli argomenti delle funzioni.

I comandi di compilazione sotto

Unix possono essere battuti dalla
shell, ma ciò deve avvenire ogni
volta che il codice sorgente è stato
modificato e quindi consuma mol-
to tempo e sarebbe difficile evitare
errori. In compilatori commerciali,
soprattutto su altri sistemi, queste
operazioni vengono spesso esegui-

te attraverso un’interfaccia grafi-
ca; sotto Unix normalmente que-
sti comandi vengono raccolti in un
cosiddetto makefile, che viene suc-
cessivamente eseguito mediante il
comando make.

Tra le dichiarazioni del C e la

specifica del tipo di una variabile
in Basic o Perl esiste una sostan-
ziale differenza. In C le dichiara-
zioni hanno essenzialmente il so-
lo scopo di indicare la quantità di
memoria che una variabile occupa,
ma non vincolano il programmato-
re a usare quella parte della me-

moria in un modo determinato. Il
codice

double x;
sprintf(&x,“Alberto”);

puts(&x);

provocherà, su molti compilatori,
un avvertimento (warning) perché
l’uso dello spazio occupato dalla

variabile reale x per contenere una
stringa è insolito, ma non genera
un errore. Se con

double x;

sprintf((char*)&x,“Alberto”);
puts((char*)&x);

si informa il compilatore delle pro-
prie intenzioni, non protesterà più.
In Basic e in Perl invece i tipi ser-

vono per definire le operazioni da
eseguire su quelle variabili, men-
tre la gestione della memoria è
compito dell’interprete.

Presentiamo adesso un pro-
gramma completo in C che contie-
ne tre funzioni che corrispondono
ai problemi posti a pag. 12.

// alfa.c
# include � stdio �
# include � stdlib �
void fibonacci(),retta(),scalare();

double input();

int main();
/////////////////////

int main()�
scalare(); fibonacci(); retta();

exit(0); �
void fibonacci()�
char input[40]; int n,k; double a,b,c;

printf(“Inserisci n: ”);
fgets(input,38,stdin);

n=atoi(input);
if (n � =1)

�
a=1; goto fine; �

for (a=b=1,k=2;k � =n;k++)�
c=a; a+=b; b=c; �

fine: printf(“%.0f � n”,a); �
void retta()�
double p1,p2,q1,q2,v1,v2,a1,a2,c;

p1=input(“p1”); p2=input(“p2”);
q1=input(“q1”); q2=input(“q2”);

v1=q1-p1; v2=q2-p2; a1=-v2; a2=v1;
c=a1*p1+a2*p2;

printf(“%.2fx + %.2fy = %.2f � n”,
a1,a2,c); �

void scalare()�
double a[4],b[4],p; int i;

for (i=0;i � 4;i++)�
a[i]=i+1; b[i]=(i+1)*(i+1); �

for (p=0,i=0;i � 4;i++) p+=a[i]*b[i];

printf(“%9.2f � n”,p); �
double input (char *A)�
char input[40];

printf(“Inserisci %s: ”,A);

fgets(input,38,stdin);
return atof(input); �

Il commento nella prima riga indi-
ca il nome del file - ciò è utile nel-
la stampa. In questo caso sempli-
ce possiamo compilare direttamen-
te dalla shell con i comandi

gcc -c alfa.c

gcc -o alfa alfa.o

Il primo comando crea il file ogget-
to alfa.o, il secondo il programma

eseguibile alfa.

C++

Nato e cresciuto insieme a Unix e per-
fezionato dai migliori programmatori del
mondo, il C è probabilmente il linguaggio
più su misura per il programmatore. Co-

me Unix invita a una programmazione
che utilizza molte piccole funzioni che il
programmatore esperto riesce a scrivere
rapidamente e che possono essere raccol-
te in un modo estremamente efficiente. Il
programma a sinistra apparentemente è

il più complicato di quelli visti finora per
i nostri tre problemi; tra l’altro abbiamo
scritto una apposita funzione (input) per
l’immissione di un numero dalla tastie-
ra. Uno dei vantaggi del C è che queste

funzioni ausiliarie possono essere scrit-
te e gestite con grande facilità. Il C, pur
rimanendo fedele al lavoro diretto in me-
moria, permette la creazione di dati mol-
to complessi.

Molti programmatori in C riescono

quindi a realizzare nei loro programmi i
concetti della programmazione orientata
agli oggetti. Il C++, sviluppato più tardi
del C, mette più chiaramente in evidenza
questi concetti, tra cui il più importante
è quello di classe. Una classe nel C++

possiede componenti che possono essere
sia dati che funzioni (metodi). Se alfa è
una classe, ogni elemento di tipo alfa si
chiama un oggetto della classe. Cosı̀

class vettore
�
public: double x,y,z;

double lun()�
return sqrt(x*x+y*y+z*z); ��� ;

definisce una classe i cui oggetti rappre-
sentano vettori tridimensionali e conten-
gono, oltre alle tre componenti, anche la
funzione che calcola la lunghezza del vet-
tore. Le componenti vengono usate come

nel seguente esempio:

void prova ()�
vettore v;

v.x=v.y=2; v.z=1;
printf(“%.3f � n”,v.lun()); �

L’indicazione public: (non dimenticare il
doppio punto) fa in modo che le compo-
nenti che seguono sono visibili anche al
di fuori della classe; con private: inve-
ce si ottiene il contrario. private: e pu-

blic: possono apparire nella stessa clas-
se; l’impostazione di default è private:.
Una tipica classe per una libreria grafi-
ca potrebbe essere

class rettangolo
�
public: double x,y,dx,dy;

void disegna(),sposta(double,double); � ;

È difficile decidere se preferire il C o il

C++. I due linguaggi sono altamente

compatibili (nel senso che molto spesso i

programmi scritti in C possono essere di-

rettamente utilizzati per il C++), il C++

è in un certo senso più confortevole, il C

più adatto alla programmazione di siste-

ma sotto Unix.
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Java

Java è un linguaggio di pro-
grammazione orientato agli og-
getti che eredita alcune sue ca-
ratteristiche dal C++.

Uno degli aspetti più impor-
tanti della programmazione
orientata agli oggetti è la co-

municazione: In un certo senso

gli oggetti si informano tra di
loro sulla propria posizione e
sul proprio stato, sulle attività
e funzioni. Questa comunica-

zione nel programma si riflette
poi in una comunicazione tra le
persone coinvolte nel progetto,

per questo la programmazione
orientata agli oggetti è parti-
colarmente adatta al lavoro di
gruppo. Essa è estroversa, men-

tre la programmazione ricorsiva
e creativa è, almeno in parte,
più introversa.

Bisogna dire che talvolta (ov-

viamente anche per ragioni com-
merciali) l’importanza di nuovi
paradigmi di programmazione,
in particolare della programma-

zione orientata agli oggetti, e
di strutture innovative nei lin-
guaggi, viene spesso esagerata.
Un buon programmatore in C

riesce facilmente a creare quasi
tutte queste strutture e il tempo
perso a imparare il linguaggio di
moda potrebbe essere usato per

migliorare la propria biblioteca
di funzioni.

A differenza dal C++ nel Ja-
va funzioni possono essere de-

finite soltanto come componen-
ti di una classe e, come d’uso
nella programmazione orientata
agli oggetti, vengono allora det-

te metodi della classe. La classe
String possiede ad esempio un
metodo length che restituisce la
lunghezza della stringa per cui

viene chiamato:

String nome=“Maria Stuarda”;

n=nome.length();

Le funzioni matematiche sono
per la maggior parte metodi
della classe Math e vengono
chiamate ad esempio cosı̀:

y=Math.sin(x); y=Math.log(x);

y=Math.sqrt(x); y=Math.exp(x);

Segue un programma completo
per i numeri di Fibonacci; come
si vede, le operazioni di input e
output sono, a causa dei molti

controlli e della rigidità dei tipi
di dati, piuttosto difficoltose.

import java.io.IOException;

class algoritmi�
public static void main
(String parametri[])�

fibonacci(); �
public static void fibonacci()�
int n=0,k,m,a,b,c;

byte input[]=new byte[40];

String stringa;
System.out.print(“Inserisci n: ”);
try
�
m=System.in.read(input,0,38);

stringa=new String(input,0,m-1);
n=Integer.parseInt(stringa); �
catch(IOException e)

� �
if (n � =1) a=1; else�
for (a=b=1,k=2;k � =n;k++)�
c=a; a+=b; b=c; ���

System.out.println(a); ���
Questo programma va scritto in

un file algoritmi.java (il nome
del file deve corrispondere al no-
me della classe) da cui si ottiene,
con javac algoritmi.java il file

algoritmi.class che contiene il
bytecode (pag. 12) che può esse-
re eseguito con java algoritmi.

Molti dei paradigmi di comu-
nicazione contenuti in Java so-

no sotto Unix divise tra il siste-
ma operativo e il linguaggio C.
Il programmatore in C può libe-
ramente utilizzare i meccanismi

avanzati del sistema operativo
e quindi non necessita che essi
siano contenuti nel linguaggio.

Java offre invece, come mol-

ti altri linguaggi di programma-
zione, una gestione automatica
della memoria. Ciò, almeno in

certe circostanze, può essere in-
dubbiamente un punto in favore
di Java.

I concetti della programma-

zione orientata agli oggetti in
Java sono sicuramente più per-
fezionati rispetto al C/C++, so-
no però anche più rigidi e la-

sciano meno libertà al program-
matore. La facilità con cui nel C
si possono gestire grandi raccol-
te di programmi con numerosis-

simi files è unica e permette al
programmatore ben organizzato
una programmazione modulare
snella ed efficiente.

Unix possiede una poten-

tissima libreria grafica (Xlib),

anch’essa direttamente utiliz-

zabile in C. Le notevoli capacità

grafiche offerte anche da Java

hanno però il vantaggio di esse-

re indipendenti dalla piattafor-

ma e di permettere quindi lo svi-

luppo di programmi ad interfac-

cia grafica utilizzabili sotto più

sistemi operativi.

Python

Molto leggibile negli esempi più semplici, usa
l’indentazione per la strutturazione. Ha molte funzioni
per le liste, arriva a una programmazione funzionale

non completa, la gestione dei molti moduli non è semp-
re trasparente.

Come il Perl permette l’assegnazione contemporanea

anche negli scambi: (a,b)=(b,a) invece di c=a; a=b; b=c;.

Nonostante l’apparente semplicità in genere non

suscita l’entusiasmo degli studenti ed è probabilmen-

te uno di quei linguaggi (ma VisualBasic è peggio) do-

ve chi inizia non impara a programmare seriamente,

perché troppi meccanismi rimangono nascosti.

#! /usr/bin/python

# alfa
import string

def fibonacci():
n=string.atoi(raw input(“Inserisci n: ”))

if n � =1: f=1
else:
a=b=1

for k in range(2,n+1): a,b=a+b,a
print a

def retta():
p1=string.atof(raw input(“Inserisci p1: ”))

p2=string.atof(raw input(“Inserisci p2: ”))
q1=string.atof(raw input(“Inserisci q1: ”))

q2=string.atof(raw input(“Inserisci q2: ”))
v1=q1-p1; v2=q2-p2; a1=-v2; a2=v1
c=a1*p1+a2*p2

print “%6.2fx + %6.2fy = %6.2f” %(a1,a2,c)

def scalare():

a=(1,2,3,4); b=(1,4,9,16)
p=0

for i in range(0,4): p=p+a[i]*b[i]
print p

fibonacci()
retta()
scalare()

Perl

Al Perl sarà dedicato il prossimo numero, per cui ci li-

mitiamo qui a risolvere i nostri tre problemi, ancora

in un unico file direttamente eseguibile dalla shell di

Unix.

#! /usr/bin/perl -w

# alfa (nome del file)

fibonacci(); retta(); scalare();

# A differenza dal Python, in Perl
# le funzioni possono essere anche
# chiamate prima di essere definite.

sub fibonacci
�
my $n=input(“Inserisci n: ”);

my ($a,$b,$k); if ($n � =1)
�
$a=1; goto fine �

for ($a=$b=1,$k=2;$k � =$n;$k++)�
($a,$b)=($a+$b,$a) �

print “$a � n” �
sub input

�
print shift; my $a= � stdin � ;

chop $a; $a �
sub retta

�
my $punti=input(“Inserisci p1 p2 q1 q2: ”);

my ($p1,$p2,$q1,$q2)=split(/ � s+/,$punti);

my ($a1,$a2,$v1,$v2,$c); $v1=$q1-$p1; $v2=$q2-$p2;
$a1=-$v2; $a2=$v1; $c=$a1*$p1+$a2*$p2;

printf(“%.2fx + %.2fy = %.2f � n”,$a1,$a2,$c) �
sub scalare

�
my @a=(1,2,3,4); my @b=(1,4,9,16);

my $p; for $k (0..3)
�
$p+=$a[$k]*$b[$k] �

print “$p � n” �
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Programmare in Perl

Il Perl è il linguaggio preferito

dagli amministratori di sistema e

una felice combinazione di conce-

zioni della linguistica e di abili tec-

niche di programmazione; è usa-

to nello sviluppo di software per

l’Internet e in molte applicazioni

scientifiche semplici o avanzate.

Il vantaggio a prima vista più

evidente del Perl sul C è che non

sono necessarie dichiarazioni per

le variabili e che variabili di tipo

diverso possono essere liberamen-

te miste, ad esempio come compo-

nenti di una lista. Esistono al-

cune differenze più profonde: nel

Perl una funzione può essere va-

lore di una funzione, e il nome di

una variabile (compreso il nome

di una funzione) può essere usa-

to come stringa. Queste caratte-

ristiche sono molto potenti e fan-

no del Perl un linguaggio adatto

alla programmazione funzionale e

all’intelligenza artificiale.

Variabili nel Perl

Il Perl non richiede una dichiara-
zione per le variabili che distingue
invece dall’uso dei simboli $, @ e %

con cui i nomi delle variabili ini-
ziano. Il Perl conosce essenzial-
mente tre tipi di variabili: scalari

(riconoscibili dal $ iniziale), liste (o
vettori di scalari, riconoscibili dal
@ iniziale) e vettori associativi (ha-

shes, che iniziano con %) di scalari.
Iniziano invece senza simboli spe-
ciali i nomi delle funzioni e dei rife-
rimenti a files (filehandles) (varia-
bili improprie). Quindi in Perl $al-

fa, @alfa e %alfa sono tre variabi-
li diverse, indipendenti tra di loro.
Esempio:

#! /usr/bin/perl -w

$a=7; @a=(8,$a,“Ciao”);

%a=(“Galli”,27,“Motta”,26);
print “$a � n”; print ’$a � n’;

for (@a) � print “$ ” �
print “ � n”, $a � “Motta” � , “ � n”;

con output

7
$a � n8 7 Ciao
26

Nella prima riga riconosciamo la
direttiva tipica degli script di shell
(pagina 22) che in questo caso si-
gnifica che lo script viene eseguito
dall’interprete /usr/bin/perl con
l’opzione -w (da warning, avverti-
mento) per chiedere di essere av-
vertiti se il programma contiene
parti sospette.

Stringhe sono incluse tra virgo-
lette oppure tra apostrofi; se so-
no incluse tra virgolette, le varia-

bili scalari e i simboli per i carat-
teri speciali (ad es. � n) che appaio-
no nella stringa vengono sostituite
dal loro valore, non invece se sono
racchiuse tra apostrofi.

Il punto e virgola alla fine
di un’istruzione può mancare se
l’istruzione è seguita da una pa-
rentesi graffa chiusa.

A differenza dal C nel Perl ci
sono due forme diverse per il for.
In questo primo caso la variabile
speciale $ percorre tutti gli ele-
menti della lista @a; le paren-
tesi graffe attorno a � print “$ ” �
sono necessarie nel Perl, nono-
stante che si tratti di una so-
la istruzione. Si vede anche che
il print, come altre funzioni del
Perl, in situazioni semplici non ri-
chiede le parentesi tonde attorno
all’argomento. Bisogna però stare
attenti anche con print perché ad
esempio con print (3-1)*7 si ottiene
l’output 2, perché viene prima ese-
guita l’espressione print(3-1), se-
guita da un’inutile moltiplicazione
per 7. Quindi qui bisogna scrivere
print((3-1)*7).

In questo corso parleremo poco
delle variabili hash; nell’esempio
si vede che $a � “Motta” � è il valo-
re di %a nella voce “Motta”. Si
nota con un po’ di sorpresa forse
che $a � “Motta” � non inizia con %

ma con $; la ragione è che il valo-
re della componente è uno scalare
dal quale è del tutto indipendente
la variabile $a.
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Input dalla tastiera

Esaminiamo un semplice programma
che assumiamo che sia contenuto nel

file alfa. Dopo il comando alfa dalla
shell (dobbiamo ricordarci di rendere
il file eseguibile con chmod +x alfa) ci

viene chiesto il nome che possiamo in-
serire dalla tastiera; il programma ci
saluta utilizzando il nome specificato.

#! /usr/bin/perl -w

# alfa
use strict ’subs’;

print “Come ti chiami? ”;
$nome= � stdin � ; chop($nome);

print “Ciao, $nome! � n”;

Se una riga contiene un # (che però non
deve far parte di una stringa), il resto

della riga (compreso il #) viene ignora-
to dall’interprete, con l’eccezione della
direttiva #! (shebang, probabilmente

da shell bang; shebang significa “cosa”,
“roba”, ma anche “capanna”) che viene
vista prima dalla shell e le indica quale

interprete (Perl, Shell, Python, ...) de-
ve eseguire lo script.

L’istruzione use strict ’subs’; con-

trolla se il programma non contiene
stringhe non contenute tra virgolette o
apostrofi (bar words); in pratica avver-

te soprattutto quando si è dimenticato
il simbolo $ all’inizio del nome di una
variabile scalare.

� stdin � legge una riga dallo stan-

dard input, compreso il carattere di in-

vio finale che viene tolto con chop, una

funzione che elimina l’ultimo carattere

di una stringa.
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Liste

Una variabile che denota una lista ha un nome che, come
sappiamo, inizia con @. I componenti della lista devono
essere scalari. Non esistono quindi liste di liste e simili
strutture superiori nel Perl (a differenza ad esempio dal
Lisp) che comunque possono, con un po’ di fatica, essere

simulate utilizzando puntatori (che in Perl si chiamano
riferimenti), che tratteremo quando parleremo della pro-
grammazione funzionale.

Perciò, e questo è caratteristico per il Perl, la lista
(0,1,(2,3,4),5) è semplicemente un modo più complicato
di scrivere la lista (0,1,2,3,4,5), e dopo

@a=(0,1,2); @b=(3,4,5);
@c=(@a,@b);

@c è uguale a (0,1,2,3,4,5), ha quindi 6 elementi e non
due. Perciò la seguente funzione può essere utilizzata
per stampare le somme delle coppie successive di una
lista.

sub sdue � my ($x,$y);
while (($x,$y,@ )=@ ) � print $x+$y,“ � n” ���

Perché termina il ciclo del while (pag. 21) in questo es-
empio? A un certo punto la lista @ rimasta sarà vuota
(se all’inizio consisteva di un numero pari di argomen-
ti), quindi l’espressione all’interno del while equivarrà a
($x,$y,@ )=() (in Perl () denota la lista vuota), e quindi

anche la parte sinistra in essa è vuota; la lista vuota in
Perl però ha il valore booleano falso.

Il k-esimo elemento di una lista @a (cominciando a
contare da 0) viene denotato con $a[k]. @a[k] invece ha
un significato diverso ed è uguale alla lista il cui uni-
co elemento è $a[k]. Infatti le parentesi quadre posso-
no essere utilizzate per denotare segmenti di una lista:

@a[2..4] denota la lista i cui elementi sono $a[2], $a[3] e
$a[4], in @a[2..4,6] l’elemento $a[6] viene aggiunto alla
fine del segmento, in @a[6,2..4] invece all’inizio.

(2..5) è la lista (2,3,4,5), mentre (2..5,0,1..3) è uguale a
(2,3,4,5,0,1,2,3).

La funzione grep del Perl

La funzione grep viene usata come filtro per estrarre da
una lista quelle componenti per cui un’espressione (nel
formato che scegliamo il primo argomento di grep) è ve-

ra. La variabile speciale $ può essere usata in questa
espressione e assume ogni volta il valore dell’elemento
della lista che viene esaminato. Esempi:

sub pari � grep � $ %2==0 � @ �
sub negativi � grep � $ � 0 � @ �
@a=pari(0,1,2,3,4,5,6,7,8);

for (@a) � print “$ ” �
print “ � n”; # output 0 2 4 6 8

@a=negativi(0,2,-4,3,-7,-10,9);

for (@a) � print “$ ” �
print “ � n”; # output -4 -7 -10

@a=(“Ferrara”,“Firenze”,“Roma”,“Foggia”);

@a=grep � !/ˆF/ � @a;

for (@a) � print “$ ” �
print “ � n”; # output Roma

Il cappuccio ˆ denota l’inizio della riga, e quindi /ˆF/ è
vera se la riga inizia con F; un punto esclamativo ante-
posto significa negazione.

Alcuni operatori per liste

L’istruzione push(@a,@b)aggiunge la lista @b alla fine della
lista @a; lo stesso effetto si ottiene con @a=(@a,@b) che è però

più lenta e probabilmente in molti casi implica che @b viene
attaccata a una nuova copia di @a. La funzione restituisce
come valore la nuova lunghezza di @a.

Per attaccare @b all’inizio di @a si usa invece un-

shift(@a,@b); anche qui si potrebbe usare @a=(@b,@a) che è
però anche qui meno efficiente. Anche questa funzione resti-
tuisce la nuova lunghezza di @a.

shift(@a) risp. pop(@a) tolgono il primo risp. l’ultimo ele-
mento dalla lista @a e restituiscono questo elemento come va-
lore. All’interno di una funzione si può omettere l’argomento;

shift e pop operano allora sulla lista @ degli argomenti.
Una funzione più generale per la modifica di una lista è

splice; l’istruzione splice(@a,pos,elim,@b) elimina, a partire

dalla posizione pos un numero elim di elementi e li sostitu-
isce con la lista @b. Esempi:

@a=(0,1,2,3,4,5,6,7,8);

splice(@a,0,3,“a”,“b”,“c”);
print “@a � n”; # output a b c 3 4 5 6 7 8

splice(@a,4,3,“x”,“y”);
print “@a � n”; # output a b c 3 x y 7 8

splice(@a,1,6);
print “@a � n”; # output a 8

reverse(@a) restituisce una copia invertita della lista @a (che
non viene modificata dall’istruzione).

$#a è l’ultimo indice valido della lista @a e quindi uguale

alla sua lunghezza meno uno.

Contesto scalare e contesto listale

In Perl avviene una specie di conversione automatica di
liste in scalari e viceversa; se una variabile viene usa-
ta come scalare, si dice anche che viene usata in conte-
sto scalare, e se viene usata come lista, si dice che vie-
ne usata in contesto listale. In verità è un argomento

un po’ intricato, perché si scopre che in contesto scala-
re le liste definite mediante una variabile si comporta-
no diversamente da liste scritte direttamenta nella for-
ma ���
	�������������������
� . Infatti in questa forma, in conte-
sto scalare, la virgola ha un significato simile a quello
dell’operatore virgola del C: se i componenti ��� sono es-
pressioni che contengono istruzioni, queste vengono ese-
guite; il risultato (in contesto scalare) di tutta la lista è

il valore dell’ultima componente.
Il valore scalare di una lista descritta da una variabile

è invece la sua lunghezza.
Uno scalare in contesto listale diventa uguale alla li-

sta il cui unico elemento è quello scalare. Esempi:

@a=7; # raro
print “$a[0] � n”; # output 7

@a=(8,2,4,7);
$a=@a; print “$a � n”; # output 4

$a=(8,2,4,7);
print “$a � n”; # output 7

@a=(3,4,9,1,5);
while (@a � 2) � print shift @a � # output 349
print “ � n”;

Un esempio dell’uso dell’operatore virgola:

$a=4;
$a=($a=2*$a,$a--,$a+=3);

print “$a � n”; # output 10
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Files e operatore ���

stdin, stdout e stderr sono i fi-

lehandles (un tipo improprio di va-
riabile che corrisponde alle varia-
bili del tipo FILE* del C) che de-
notano standard input, standard

output e standard error. Se File è
un filehandle, � File � è il risulta-
to della lettura di una riga dal file
corrispondente a File. Esso contie-

ne anche il carattere di invio alla
fine di ogni riga.

Può accadere che l’ultima riga di
un file non termini in un carattere
invio, quindi se usiamo chop per to-

gliere l’ultimo carattere, possiamo
perdere un carattere. Nell’input
da tastiera l’invio c’è sempre, quin-
di possiamo usare chop, come ab-

biamo visto a pagina 18; altrimen-
ti si può usare la funzione chomp

che toglie l’ultimo carattere da una
stringa solo se è il carattere invio.

Per aprire un file si può usare
open come nel seguente esempio
(lettura di un file e stampa sullo
schermo):

open(File,“lettera”);
while ( � File � ) � print $ 	
close(File);

oppure

$/=undef;

open(File,“lettera”);
print � File � ;

close(File);

Il separatore di fineriga (una
stringa) è il valore della variabile
speciale $/ e può essere imposta-
to dal programmatore; di default è

uguale a “ 
 n”. Se lo rendiamo inde-
finito con $/=undef possiamo leg-

gere tutto il file in un blocco solo

come nel secondo esempio.

Per aprire il file beta in scrittura

si può usare open(File,“ � beta”) op-
pure, nelle più recenti versioni del
Perl, open(File,“ � ”,“beta”). La se-
conda versione può essere applica-

ta anche a files il cui nome inizia
con � (una cattiva idea comunque
per le evidenti inferenze con il sim-
bolo di redirezione � della shell).
Similmente con open(File,“ ��� be-

ta”) si apre un file per aggiungere
un testo.

Il filehandle diventa allora il pri-
mo argomento di print, il testo

da scrivere sul file è il secondo
argomento, come nell’esempio che
segue e nelle funzioni files::scrivi e
files::aggiungi.

open(File,“ � beta”);
print File “Ciao, Franco. � n”;

close(File);

Abbiamo già osservato che la va-

riabile che abbiamo chiamato Fi-

le negli usi precedenti di open è

impropria; una conseguenza è che

questa variabile non può essere

usata come variabile interna (me-

diante my) o locale di una funzione,

in altre parole non può essere usa-

ta in funzioni annidate. Per que-

sto usiamo i moduli FileHandle e

DirHandle del Perl che permetto-

no di utilizzare variabili scalari per

riferirsi a un filehandle, come nel

nostro modulo files che viene des-

critto a lato.

Funzioni del Perl

Una funzione del Perl ha il for-
mato seguente

sub f � ... 	
dove al posto dei puntini stan-
no le istruzioni della funzione.
Gli argomenti della funzione so-
no contenuti nella lista @ a
cui si riferisce in questo caso
l’operatore shift che estrae da
una lista il primo elemento. Le
variabili interne della funzione
vengono dichiarate tramite my

oppure con local (che però ha
un significato leggermente diver-
so da quello che uno si aspet-
ta). La funzione può restitui-
re un risultato mediante un re-

turn, altrimenti come risultato
vale l’ultimo valore calcolato pri-
ma di uscire dalla funzione. Al-

cuni esempi tipici che illustrano
soprattutto l’uso degli argomen-
ti:

sub raddoppia � my $a=shift; $a+$a 	
sub somma2 � my ($a,$b)=@ ; $a+$b 	
sub somma � my $s=0;

for (@ ) � $s+=$ 	 $s 	
print raddoppia(4),“ ”;
print somma2(6,9),“ ”;

print somma(0,1,2,3,4),“ � n”;

con output 8 15 10.

Alcuni operatori abbreviati che
vengono usati in C e Perl:

$a+=$b ... $a=$a+$b
$a–=$b ... $a=$a–$b
$a*=$b ... $a=$a*$b
$a/=$b ... $a=$a/$b
$a++ ... $a=$a+1
$a– ... $a=$a–1

Moduli

Le raccolte di funzioni in Perl si chiama-
no moduli; è molto semplice crearle. Assu-
miamo che vogliamo creare un modulo ma-

tematica; allora le funzioni di questo modu-
lo vanno scritte in un file matematica.pm

(quindi il nome del file è uguale al nome
del modulo a cui viene aggiunta l’estensione
.pm che sta per Perl module). Prima delle
istruzioni e funzioni adesso deve venire la
dichiarazione package matematica;.

Il modulo può contenere anche istruzioni
al di fuori delle sue funzioni; per rendere
trasparenti i programmi queste istruzioni
dovrebbero solo riguardare le variabili pro-
prie del modulo.

Nell’utilizzo il modulo restituisce un va-
lore che è uguale al valore dell’ultima istru-
zione in esso contenuto; se non ci sono
altre istruzioni, essa può anche consistere
di un 1; all’inizio del file (che però non deve
essere invalidata da un’altra istruzione che
restituisce un valore falso).

Dopo di ciò altri moduli o il program-
ma principale possono usare il modulo ma-
tematica con l’inclusione use matematica;;
una funzione f di matematica deve essere
chiamata con matematica::f.

Se alcuni moduli che si vogliono usare si
trovano in cartelle  , � , � che non sono tra
quelle nelle quali il Perl cerca di default, si
indica ciò con use lib ’  ’, ’ � ’, ’ � ’;.

Il modulo files

1; # files.pm
use DirHandle; use FileHandle;

package files;

sub aggiungi � my ($a,$b)=@ ; my $file=new FileHandle;

open($file,“ ��� $a”); print $file $b; close($file) 	
sub leggi � local $/=undef; my $a; my $file=new FileHandle;

if (open($file,shift)) � $a= � $file � ; close($file); $a 	 else � ” 	�	
sub scrivi � my ($a,$b)=@ ; my $file=new FileHandle;
open($file,“ � $a”); print $file $b; close($file) 	
sub catalogo � my $dir=new DirHandle;
opendir($dir,shift); my @a=grep � !/ˆ � ./ 	 readdir($dir);

closedir($dir); @a 	
In catalogo il significato di opendir e clo-

sedir è chiaro; readdir restituisce il catalo-
go della cartella associata con il dirhandle

$dir, da cui, con un grep (pagina 19) il cui
primo argomento è un espressione regola-
re, vengono estratti tutti quei nomi che non
iniziano con un punto (cioè che non sono fi-
les o cartelle nascosti). Esempi d’uso:

use files;

print files::leggi(“lettera”);

for (files::catalogo(’.’)) � print “$ � n” 	
$catalogo=join(“ � n”,files::catalogo(’/’));

files::scrivi(“root”,$catalogo);

Abbiamo usato la funzione join per uni-
re con caratteri di nuova riga gli elemen-
ti della lista ottenuta con files::catalogo in
un’unica stringa.
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Vero e falso

La verità di un’espressione in Perl viene sem-
pra valutata in contesto scalare. Gli unici

valori scalari falsi sono la stringa vuota “” e
il numero 0. La lista vuota in questo conte-
sto assume il valore 0 ed è quindi anch’essa

falsa. Lo stesso vale però per (0) e ogni li-
sta scritta in forma esplicita il cui ultimo ele-
mento è 0.

Attenzione: In Perl il numero 0 e la stringa

“0” vengono identificati (si distinguono solo

nell’uso), quindi anche la stringa “0” è falsa,

benché non vuota. Le stringhe “00” e “0.0”

sono invece vere.

Operatori logici del Perl

Per la congiunzione logica (AND) viene usa-

to l’operatore &&, per la disgiunzione (OR)
l’operatore ��� . Come in molti altri linguaggi
di programmazione questi operatori non so-

no simmetrici; infatti, se A è falso, in A&&B

il valore del secondo operando B non viene
più calcolato, e lo stesso vale per A ��� B se A è

vero.
In particolare if (A&&B) ����� è equivalente

a if (A) � if (B) ��� ; �	� e if (A �
� B) ��� ; � è equi-

valente a if (A) ����� else � if (B) �����	� .
Il punto esclamativo viene usato per la ne-

gazione logica; anche not può essere usato a

questo scopo.
and e or hanno una priorità minore di &&

e ��� ; tutti e quattro gli operatori restitui-

scono l’ultimo resultato calcolato, con qual-
che piccola sorpresa:

$a = 1 and 2 and 3; print “$a � n”;

# output: 1 (sorpresa!)
$a = (1 and 2 and 3); print “$a � n”; # output: 3
$a = 1 && 2 && 3; print “$a � n”; # output: 3

$a = 0 or “” or 4; print “$a � n”;
# output: 0 (sorpresa)

$a = (0 or “” or 4); print “$a � n”; # output: 0
$a = 0 � “” � 4; print “$a � n”; # output: 4

$a = 1 and 0 and 4; print “$a � n”;
# output: 1 (sorpresa)

$a = (1 and 0 and 4); print “$a � n”; # output: 0
$a = 1 && 0 && 4; print “$a � n”; # output: 0
$a = 5 && 7 && “”; print “$a= � n”;

# Nessun output!

Operatori di confronto

Il Perl distingue operatori di confronto tra
stringhe e tra numeri. Per il confronto tra
numeri si usano gli operatori ==, !=, � ,�

, � =,
�

=, per le stringhe invece eq, ne,
lt, le, gt e ge. Si osservi che, mentre le
stringhe “1.3”, “1.30” e “13/10” sono tutte
distinte, le assegnazioni $a=1.3, $b=1.30 e
$c=13/10 definiscono le tre variabili come

numeri che hanno la stessa rappresenta-
zione come stringhe, come si vede dai se-
guenti esempi:

$a=1.3; $b=1.30; $c=13/10;

print “ok 1 � n” if $a==$b; # output: ok 1
print “ok 2 � n” if $a==$c; # output: ok 2
print “ok 3 � n” if $a eq $c; # output: ok 3

print “ne 4” if “1.3” ne “1.30”; # output: ne 4

Istruzioni di controllo

Nelle alternative di un if si possono
usare sia else che elsif (come abbre-

viazione di else � if ... � ):
sub sgn � my $a=shift; if ($a � 0) � -1 �

elsif ($a � 0) � 1 � else � 0 ���
if può anche seguire un’istruzione

o un blocco do:

� if A oppure do ��� ; � ; ��� if A.

Il goto si usa nel modo solito (cfr.
pag. 14).

In Perl esistono due forme al-
quanto diverse del for, da un lato
l’analogo del for del C con una sin-
tassi praticamente uguale, dall’altro

il for che viene utilizzato per percor-
rere una lista.

Il for classico ha la seguente for-
ma:

for( � ;A; � ) ��� ; �
equivalente a

� ;

ciclo: if (A) ��� ; � ; goto ciclo; �
����� e � sono successioni di istruzioni
separate da virgole; l’ordine in cui le
istruzioni in ogni successione vengo-

no eseguite non è prevedibile. Cias-
cuno dei tre campi può anche essere
vuoto.

while(A) è equivalente a for(;A;) e
until(A) equivalente a for(;not A;).

Da un for (o while o until) si esce
con last (o con goto), mentre next

fa in modo che si torni ad eseguire
il prossimo passaggio del ciclo, dopo

esecuzione di � . Quindi

for (;A; � ) ���! ; if (B) break; �#" ; �

è equivalente a

ciclo: if (not A) � goto fuori �
�  ; if (B) � goto fuori ��#" ; � ;

goto ciclo;
fuori:

mentre

for (;; � ) ���  ; if (B) � continue �$� " �
è equivalente a

ciclo: �! ; if (!B) ����"���� ; goto ciclo;

Il last e il next possono essere seguiti
da un’etichetta, ad esempio last al-

fa significa che si esce dal ciclo alfa,

mentre con next alfa viene eseguito il
prossimo passaggio dello stesso ciclo.
Esempio:

alfa: for $a (3..7) � for $b (0..20)� $x=$a*$b; next if $x%2 or $x � 20;
print “$x ”; last alfa if $x � 60 ���

# output: 24 30 36 42 48 54 60 20 24 28 32 ...

Esistono anche le costruzioni do � ... �
while A e do � ... � until A in cui le

istruzioni nel blocco vengono esegui-
te sempre almeno una volta.

In for $k (@a) la variabile $k (lo-
cale per il for) percorre la lista @a.
Se manca $k come in for (@a), viene

utilizzata la variabile speciale @ ).

for (0..10) � last if $ � 5; print $ �
# output: 012345

for ($k=0;$k � =10;$k++)� next if $k � 5; print $k �
# output: 5678910

sub max � my $max=shift;

for (@ ) � $max=$ if $ � $max � $max �
sub min � my $min=shift;

for (@ ) � $min=$ if $ � $min � $min �

map

map è una funzione importante del
Perl e di tutti i linguaggi funzio-
nali molto utile nelle costruzioni
matematiche. Con map da una li-
sta %'&)(�*�+�+�+�*,&
-/. si ottiene la lista0 %'& ( *�+	+�+�*,& - . , se

0
è una funzione a

valori scalari anch’essa argomento

di map.

sub quadrato � my $a=shift; $a*$a �
@a=map � quadrato($ ) � (0..8);

print “@a � n”;
# output: 0 1 4 9 16 25 36 49 64

Siano dati numeri reali &�(�*�+�+	+�*,&
- .
La loro media aritmetica è defini-
ta come 1  �2�3 3 3 2 1	4- , la media geome-

trica come 45 & ( &7698	8�8,& - , la media

armonica come
- :  2�3 3 3 2  : 4

. Nel se-

condo caso i numeri devono esse-

re positivi, nel caso della media ar-

monica devono essere tutti diversi
da zero. Osserviamo che

;=<!> 45 &)(,& 6 8�8	8,&
-@?BA C,D 1  �293 3 3 2 A C,D 1	4- ,

per cui vediamo che il logaritmo
della media geometrica è uguale
alla media aritmetica dei logarit-

mi dei numeri &!E . Quindi

45 &F(G& 6 8�8	8,&
-H?JIFK LNM
:  PO)Q Q Q O K LNM

: 44 .

La media armonica è invece ugua-

le al reciproco della media aritme-
tica dei reciproci degli &RE .

Queste considerazioni matema-
tiche permettono un elegante ap-
plicazione di map per calcolare la
media geometrica e la media armo-
nica dalla media geometrica (eser-
cizi 19 e 20).
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Comandi Emacs

Inizio
F5

ˆZ �
ˆP �

ˆA ˆB ˆO ˆF ˆE� �
apri riga � �

ˆN �
ˆV �
F6

Fine

elenco buffer aperti F1 incolla ˆY

uscire F4 (ˆXC) cancella carattere ˆD

salvare F8 (ˆXS) cancella
�

ˆH

comando F9 cancella resto riga ˆK

sostituzione F10 cancella riga ˆAK

apri file TAB (ˆXF) cancella da qui ˆTR

tabulatore ˆQ TAB scambiare due righe ˆXT

inserisci file ˆTI cerca � ˆS

togli buffer ˆTK cerca
�

ˆR

tutta la finestra F7 termina comando ˆG

cambia mezzafinestra ˆCV undo ˆTU

apropos espressione ˆTH A maiuscole ˆTM

apropos tasto ˆTH K minuscole ˆTN

apropos variabile ˆTX compila Canc

descrivi comando ˆTW esegui alfa Fine

descrivi variabile ˆTV goto 	

Scrivere programmi con Emacs

L’interazione dell’utente con il kernel
di Unix avviene mediante la shell,
un interprete di comandi per un suo
proprio linguaggio di programmazio-
ne. I programmi per la shell rientra-
no in una categoria molto più gene-
rale di programmi, detti script, che

consistono di un file di testo (che a
sua volta può chiamare altri files), la
cui prima riga inizia con #! a cui
segue un comando di script, che può
chiamare una delle shell, ma anche
il comando di un linguaggio di pro-
grammazione molto più evoluto come
il Perl, comprese le opzioni, ad esem-

pio #! Perl -w.
Emacs è l’editor ideale per scrivere

i nostri programmi in Perl. Nella no-
stra interfaccia grafica Emacs può es-
sere invocato tramite Alt-e, dalla con-
solle con emacs. Abitarsi ad usare la
tastiera e fare a meno del menu (di cui

serve solo la funzione Select and Paste

sotto Edit).
Premendo il tasto 	 sulla riga di

comando di Emacs appare goto: e si
può indicare il numero della riga a cui
si vuole andare. Questo è comodo nel-
la programmazione, perché i messag-
gi d’errore spesso contengono la riga

in cui il compilatore ritiene probabile
che si trovi l’errore.

Con il tasto Canc si ottiene la com-
pilazione del programma, se il file su
cui si sta lavorando sotto Emacs fa
parte di un progetto. I messaggi di
compilazione avvengono su una nuo-

va pagina di Emacs. Con il tasto Fi-

ne viene invece eseguito il programma
alfa, se la directory contiene un file
eseguibile di questo nome.

Semplici comandi Unix

Login, logout, utente

Ctrl-Alt-Canc riavvio
poweroff spegnere
startx entrare in XX
Ctrl-Alt-Del uscire da X
passwd cambio password

exit chiudere shell

Gestione di files e cartelle

cd cambiare directory
ls catalogo
ls -l catalogo lungo
less leggere un file

man istruzioni
c less o cd
rm cancellare un file
rm -rf canc. una directory
mv spostare o rinominare

mkdir creare una nuova dir.
cp copiare

Inserimento dei comandi

ˆa inizio riga
ˆe fine riga
ˆf un carattere avanti

ˆb un carattere indietro
ˆk cancellare resto riga
ˆd cancella carattere
ˆh cancella

�
� ultimo comando

� prossimo comando

Una seduta sotto Unix inizia con l’entrata

nel sistema, il login. All’utente vengo-

no chiesti il nome di login (l’account) e la

password. Si esce con exit oppure, in mo-

dalità grafica (X Window senza s finale,

abbreviato X) (in cui dalla consolle si ent-

ra con startx) prima con Ctrl-Alt-Del, poi

exit. A questo punto si può fare un nuovo

login. Per spegnere il computer invece di

exit battere poweroff.

Il file system di Unix è gerarchi-
co, dal punto di vista logico i files ac-

cessibili sono tutti contenuti nella di-
rectory root che è sempre designata
con /. I livelli gerarchici sono indi-
cati anch’essi con /, per esempio /al-

fa è il file (o la directory) alfa nella

directory root, mentre /alfa/beta è il
nome completo di un file beta conte-
nuto nella directory /alfa. In questo
caso beta si chiama anche il nome re-

lativo del file.
Per entrare in una directory alfa

si usa il comando cd alfa, dove cd

è un’abbreviazione di choose directo-

ry. Ogni utente ha una sua directo-
ry di login, che può essere raggiunta
battendo cd da solo. La cartella di

lavoro dell’utente X (nome di login)
viene anche indicata con ˜X. X stesso
può ancora più brevemente denotar-
la con ˜. Quindi per l’utente X i co-
mandi cd ˜X, cd ˜ e cd hanno tutti lo

stesso effetto.
Files il cui nome (relativo) inizia

con . (detti files nascosti) non vengo-
no visualizzati con un normale ls ma
con ls -a. Eseguendo questo coman-

do si vede che il catalogo inizia con
due nomi, . e ... Il primo indica la
cartella in cui ci si trova, il secondo
la cartella immediatamente superio-
re, che quindi può essere raggiunta

con cd ...

Il comando mv (abbreviazione di

move) ha due usi distinti. Può es-

sere usato per spostare un file o una

directory in un’altra directory, oppu-

re per rinominare un file o una di-

rectory. Se l’ultimo argomento è una

directory, viene eseguito uno sposta-

mento.
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L’algoritmo euclideo

Questo algoritmo familiare a tutti e apparentemente a livello solo scola-

stico, è uno dei più importanti della matematica. Sorprendentemente ciò

non vale solo per le sue generalizzazioni ad anelli di polinomi o anelli

di numeri, ma è lo stesso algoritmo elementare che impariamo a scuola

ad avere numerose applicazioni: in problemi pratici (ad esempio nella

grafica al calcolatore), in molti campi avanzati della matematica (teo-

ria dei numeri e analisi complessa), nell’informatica teorica. L’algoritmo

euclideo si basa sulla seguente osservazione (lemma di Euclide):

Siano ����������������� numeri interi e ������� �!� . Allora

( �#" � e �#" �%$'&)(+*,�#" � e �#" � ).
Quindi i comuni divisori di � e � sono esattamente i comuni divisori di �
e � . In particolare le due coppie di numeri devono avere lo stesso massimo

comune divisore: mcd *,�����-$'� mcd *,�����-$ .
Calcoliamo �/. � mcd *103254�26�8759�:<;<$ :
0�2<4�2=�?>A@ 7<9�:�;B�!7<;�2=�C(D��� mcd *E7<9�:�;F�87<;�2A$759�:<;G�IH<H�@ 7�;�2J��>�7<4?�C(D��� mcd *E7�;�2F�K>�7<4<$7�;�2=�LH�@M>�7<4N�O4<: �C(D��� mcd *1>�7<4��84<:5$>�7<4G�P7�@ 4�:N��7<> �C(D��� mcd *E4�:F�87<><$4�:Q�?>A@ 7<>R�O2 �C(D��� mcd *E7<>���25$7<>S�P:�@ 2J�!; �C(D��� mcd *,2F��;5$ ��2

Si vede che il massimo comune divisore è l’ultimo resto diverso da ;
nell’algoritmo euclideo. L’algoritmo in Perl è molto semplice (dobbiamo

però prima convertire i numeri negativi in positivi):

sub mcd # $d=mcd($a,$b)T
my ($a,$b)=@ ;

$a=-$a if $a U 0; $b=-$b if $b U 0;
for (;$b;)

T
($a,$b)=($b,$a%$b) V $a V

Si noti nell’ultima riga l’utilizzo dell’assegnazione simultanea nel Perl

già vista a pag. 13. Altrettanto semplice è la versione ricorsiva:

sub mcd # $d=mcd($a,$b)T
my ($a,$b)=@ ;

$a=-$a if $a U 0; $b=-$b if $b U 0;

return $a if $b==0; mcd($b,$a%$b) V
dove usiamo la relazione

mcd WYX<Z\[\]�^�_ X se [C^a`
mcd WY[8Z\X�bc[d] se ['ef`

Il massimo comune divisore

Tutti i numeri considerati gAh\ijh\k-hdlAh8m�m�m sono interi, cioè elementi di n . Usiamo
l’abbreviazione n'lpo q!rKstl=u-swvInyx .

Diciamo che g è un multiplo di l se gzv{n'l , cioè se esiste s�v{n tale chegJq|s}l . In questo caso diciamo anche che l divide g o che l è un divisore di g
e scriviamo l�u g .
Dimostrazione del lemma di Euclide: Se l�u g e l�u i , cioè l3~�q�g e l%��q�i per
qualche ~}h1� , allora k'q�gJ�f�ji'q�l%~G���-l%�Bq�l5�Y~Q���j�<� e vediamo che l�u k .

E viceversa.

Definizione: Per �Yg�h\i����q��Y�<h��3� il massimo comune divisore di g e i , denotato

con mcd �YgAh�i�� , è il più grande lav{� che è un comune divisore di g e i , cioè
tale che l�u g e l�u i . Poniamo invece mcd �Y�<h\�3��o qO� . In questo modo mcd �Yg�h\i�� è
definito per ogni coppia �Yg�h�i�� di numeri interi.

Perché esiste mcd ��gAh�i�� ? Per ��gAh\i��)q��Y�<h\�3� è uguale a � per definizione.

Assumiamo che ��gAh�i��w�q����<h\�3� . Adesso ��u g e ��u i e se l�u g e l�u i e ad esempiog��q�� , allora l���u gFu , per cui vediamo che esiste solo un numero finito (al

massimo u gFu ) di divisori comuni ��� , tra cui uno ed uno solo deve essere il più

grande. mcd ��gAh�i�� è quindi univocamente determinato e uguale a � se e solo

se gzq�i=q�� . Si noti che l�u gz�S��� l�u g , per cui possiamo senza perdita di

informazioni assumere che lSv=� .

Questa settimana

23 L’algoritmo euclideo
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Sottogruppi di n
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25 La moltiplicazione russa

Trovare la rappresentazione
binaria

La potenza russa

Tirocini all’ARDSU

26 Lo schema di Horner
Zeri di una funzione continua

Nascondere le variabili con my

Consideriamo le seguenti istruzioni:

$a=7;

sub quadrato
T
$a=shift; $a*$a V

print quadrato(10),“ � n”;

# output: 100

print “$a � n”;

# output: 10

Vediamo che il valore della variabi-
le esterna $a è stato modificato dalla

chiamata della funzione quadrato che
utilizza anch’essa la variabile $a. Pro-
babilmente non avevamo questa inten-

zione e si è avuto questo effetto solo
perché accidentalmente le due variabi-
li avevano lo stesso nome. Per evitare

queste collisioni dei nomi delle variabi-
li il Perl usa la specifica my:

$a=7;

sub quadrato
T
my $a=shift; $a*$a V

print quadrato(10),“ � n”;

# output: 100

print “$a � n”;
# output: 7

In questo modo la variabile all’interno
di quadrato è diventata una variabi-
le privata o locale di quella funzione;

quando la funzione viene chiamata, al-
la $a interna viene assegnato un nuovo
indirizzo in memoria, diverso da quel-

lo corrispondente alla variabile ester-
na. Consideriamo un altro esempio:

sub quadrato
T
$a=shift; $a*$a V

sub xpiu1alcubo
T
$a=shift;

quadrato($a+1)*($a+1) V
print xpiu1alcubo(2);
# output: 36 invece di 27

Viene prima calcolato quadrato(2+1),

ponendo la variabile globale $a uguale

all’argomento, cioè a � , per cui il risul-

tato finale è ����,� �|�K��q|�%� .
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Divisione con resto

Proposizione: Siano dati �������	� con ��
�� . Allora esistono
univocamente determinati ����� e ����� tali che

� � ������� e �� ����� ��� .
La penultima relazione implica che, se ��� ���!� , anche �"�!� (e

quindi ���$# ).

Dimostrazione: Sia �&%  . Allora

� ��'(')'+*,.- /.0 �1� / �)2 *,3- / �1�  2 *,.-  � �)2 *,.- �1� 0 �)2 *,3- 0 �1�54��)2 *, '6')' ,
cioè

� � *7
8�9;:

- ���1� �����<�)2 � *7
8�9=:

- �1�1���1�>�?� ��� 2
Se invece �@�  , allora

� ��'(')'+*,.- 0 �1� �)2 *,.- �1�  2 *,.-  � / �)2 *,A- / �1� /.0 �)2 *,3- /.0 �1� / 4��)2 *, '6')' ,
cioè

� � *7
8�9;:

- ���1� ��� / �)2 � *7
8�9=:

- �1�1���1�>�?� ��� 2

Quindi in entrambi i casi

� � *7
8�9;:

- ���1� �����?� ��� 2
Il punto sul segno di unione significa che si tratta di unioni
disgiunte; questo implica che per ogni �"�"� esiste esattamente
un ���B� per il quale �"� - ���1� ���C�?� ��� 2 .

E questo è esattamente l’enunciato della proposizione: tro-
vato � , possiamo porre � uguale a � / ��� .

� si chiama il resto nella divisione di � per � o il resto di �
modulo � . Nella matematica si scrive spesso � � �ED�FHG$� . In

Perl (e in C) il resto viene calcolato dall’espressione a%b, che

dà però risultati corretti solo per �B��# e �I��#J�LK . Per questa

ragione nelle funzioni mcd abbiamo prima convertito eventuali

argomenti negativi in positivi.

Sottogruppi di M
Osservazione 1: Ogni insieme non vuoto N di numeri naturali
possiede un minimo (cioè un elemento O��PN con la proprietà
che O � � per ogni �L��N . Questa proprietà importante può

essere dimostrata per induzione.

Teorema 1: Ogni sottogruppo Q di � è della forma Q � �3O per
un numero naturale O che è univocamente determinato. Infatti,
se QR
�?S1HT , allora

O � D�UWV S ��%  �����XQ T ,
mentre naturalmente O deve essere uguale a  se Q �?S1HT .
Dimostrazione: Sia QY
�ZS1HT . Allora Q possiede un elemento

�[
�\ e, se �]�  , anche
/ �^��Q , e vediamo che possiamo

sempre trovare un elemento �"%  con �"�XQ .
Sia N[_ �`S �!%  �a�!��Q T . Come abbiamo appena osservato,

N non è vuoto, e dall’osservazione precedente il teorema segue

che N possiede un minimo che chiamiamo O .
Dimostriamo che Q � �3O .
In primo luogo O<�bQ , e quindi Oa� 0 O � O��cO���4�O � O��cO��

Oa� '(')' � / Oa� /.0 O � /Id O��POH2e�6f)f(fC�PQ , perché, per ipotesi, Q è un
sottogruppo di � . In altre parole �3O&ghQ .

Dobbiamo ancora dimostrare che QigL�3O . Sia �$�JQ . Allora
� � ��O&�	� con �� �j�hO , per cui � � � / ��O��!Q . Ma j� �j�hO ,
quindi per la minimalità di O vediamo che � deve essere uguale
a  . Ciò significa � � ��Oj�B�3O .

L’unicità di O verrà dimostrata nel prossimo articolo (oss. 4).

Primo incontro con gli ideali

Definizione 1: kmlBn(o�p sia un gruppo abeliano e q er
due sottoinsiemi di l . Allora poniamo

qbo rZs tEu�v o?w�x v!y q�new y	rXz
.

In l t M quindi M v o?M{w t�u}|Cv o?~�wjx | ne~ y M z
.

Adesso consideriamo di nuovo solo numeri interi.
Se �Cx v , allora

v
è un multiplo di � . Questa termino-

logia familiare dal lingugaggio comune è più profon-
da di quanto possa sembrare e porta alla teoria degli

ideali, uno dei concetti più importanti dell’algebra.

Osservazione 2:
v x w{�X��M{w&��M v

.
Infatti

v
divide w se e solo se ogni multiplo di w è

anche un multiplo di
v
.

Nonostante che si tratti di una quasi ovvia riformu-
lazione del concetto di divisibilità, questa osservazio-
ne trasforma un problema aritmetico in un problema
insiemistico.

Osservazione 3: M v�t M{w��X� v$t[� w .
Dimostrazione: M v"t M{w per l’oss. 2 implica che

v
e w

si dividono a vicenda, per cui
vXt[� w (esercizio 28).

Osservazione 4: Dall’osservazione 3 otteniamo an-
che l’unicità di � nel teorema che caratterizza i sotto-

gruppi di M . Perche?

Osservazione 5: Dati
v

e w , esiste un unico numero

naturale tale che M v obM{w t M{� .

Dimostrazione: M v o<MAw è un sottogruppo di M (eserci-
zio 30). L’enunciato segue dal teorema 1.

Teorema 2: Dati
v

e w , sia � l’unico numero naturale
per il quale M v o$MAw t M�� . Allora � è il massimo comu-
ne divisore di

v
e w . Infatti � ha le seguenti proprietà:

(1) �Cx v e �Cx w .
(2) Se � è un altro divisore comune comune di

v
e

w (cioè se ��x v e ��x w ), allora ��x � .

Dimostrazione: (1) M v ��M v o^M{w , per cui dall’oss. 2
segue che �Cx v . Nello stesso modo si vede che �Cx w .

(2) Ancora per l’oss. 2 abbiamo M v �]M�� e M�w.��M�� ,

per cui M{� t M v obM{w.�]M��{o?M�� t M�� , e quindi ��x � .
Siccome nel punto (2) necessariamente �	�]� (eser-

cizio 29), vediamo che � è veramente il massimo co-
mune divisore di

v
e w .

Teorema 3: Sia � t
mcd k v n5w�p . Allora esistono nume-

ri
| ne~ y M tali che � t`|Cv o?~�w .

Dimostrazione: Ciò è una conseguenza immediata del
teorema 2.

Definizione 2: Due numeri interi
v

e w si chiamano
relativamente primi se mcd k v n5w�p tE�

. È chiaro che ciò
accade se e solo se

v
e w non hanno comuni divisori

tranne
�

e � �
.

Teorema 4: mcd k v new�p tY� �X� esistono
| ne~ y M

tali che
|Cv o?~�w t��

.

Dimostrazione:
t � : Segue dal teorema 3.

� tBs
Sia � s t

mcd k v new�p . Se
|Cv o[~�w t��

, allora�	y M v o^M�w t M{� , per cui �Cx � e quindi � t��B�
! Ma

���^� , quindi � tE�
.
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La moltiplicazione russa

Esiste un algoritmo leggendario del contadino russo per
la moltiplicazione di due numeri, uno dei quali deve esse-
re un intero positivo. Assumiamo che vogliamo calcolare�����

, dove
�

è un numero reale (nello stesso modo abbia-
mo calcolato ��� � a pag. 14):

���
	����������	���������������������
	�������� � � 	��!�"�$#%��%���&� � � 	'���(���
��� 	)�!���*� +,	 � ��� �.-0/ ��1�*�2�1�3�4	 � �!�5�6�7�(	8���������
� 	9�!�!�:��/ #%��;���*�<�=��� � 	 � �!�!���� >

Lo schema va interpretato cosı̀: ? sarà il risultato della
moltiplicazione; all’inizio poniamo ?A@:� . ���!� @ ���B	���� ,
quindi possiamo sostituire

�
con
�C�

e dimezzare il primo

fattore che cosı̀ diventa dispari. Con il nuovo
�

abbia-
mo
����� @ �EDF���C� . Aggiungiamo

�
a ? e procediamo con���C� @ � � 	G��� come nel primo passo: sostituiamo quin-

di
�

con
�C�

e dimezziamo il primo fattore. E cosı̀ via:
Quando arriviamo a un primo fattore dispari, sommia-
mo l’ultimo valore di

�
a ? e diminuiamo il primo fattore

di uno che cosı̀ diventa pari. Quando il primo fattore è

pari, sostituiamo
�

con
�C�

e dimezziamo il primo fattore.
Ci fermiamo quando il primo fattore è uguale a � .

Altrettanto semplice e importante è la formulazione
puramente matematico-ricorsiva dell’algoritmo - scrivia-
mo H per la funzione definita da HJILKNM �8O @PK � :
HJILKNM �8O @

QRS RT � se K,@U�HJI K �VM ���8O se K è pari�.D HJILK � �!M �8O se K è dispari

Diamo una versione ricorsiva e una versione iterativa in
Perl per questo algoritmo:

sub mrussa # $p=mrussa($n,$x)W
my ($n,$x)=@ ;

return $x+mrussa($n-1,$x) if $n%2;
return mrussa($n/2,$x+$x) if $n X 0; 0 Y

sub mrussa # $p=mrussa($n,$x)W
my ($n,$x)=@ ; my $p;

for ($p=0;$n;)
W
if ($n%2)

W
$p+=$x; $n-- Y

else
W
$x+=$x; $n/=2 YZY $p Y

Come trovare la rappresentazione binaria

Non è difficile convincersi che ogni numero naturaleK\[]� possiede una rappresentazione binaria, cioè del-
la forma

K(@P^�_ � _ D ^*_C`Ja � _�`Ja DP	b	Z	�D ^*c � c D ^ a �dD ^2e (*)

con coefficienti (o cifre) ^�fhg�i��2M��Cj e ^*_k@\� univocamente
determinati. Sia rapp2 ILK O @lIL^ _ MZmZm�mbM%^ e O la lista i cui
elementi sono queste cifre. Dalla rappresentazione (*) si
deduce la seguente relazione ricorsiva, in cui utilizziamo
il meccanismo della fusione di liste del Perl (cfr. pag. 19):

rapp2 ILK O @
QRRS RRT
I�� O se K@n�I rapp2 I K � O Mo� O se K è pari

I rapp2 I K � �� O MZ� O se K è dispari

Questa relazione può essere tradotta immediatamente
in un programma in Perl:

sub rapp2 # @cifre=rapp2($n)W
my $n=shift; return (1) if $n==1;

return (rapp2($n/2),0) if $n%2==0;
(rapp2(($n-1)/2),1) Y

La potenza russa

Per il calcolo di potenze con esponenti reali arbitrari si
può usare la funzione pow del Perl: la terza radice si
ottiene ad esempio con pow(x,1/3). Come molte altre

funzioni matematiche (ad esempio sin e cos) anche pow

richiede l’inclusione use POSIX; all’inizio del file.
Per esponenti interi positivi si può usare invece un

altro metodo del contadino russo. Assumiamo di voler
elevare

�
alla p ��q -esima potenza.

�6r%sotP� ��!���u��r%s%vw�*� I � c O�x%v%yE��� I �6x�O c s%xE��� I �6y�O a%a tU� �{z�{���%�
I � y O a%a v �6� I � a v O%| y �6� I � s c O c r � �~} ��L�*�2��� I � s c O c y �6�
I � v%x O a x �6� I � a c y O t � � - � z���2�*�!� I � a c y O v �6� I � c | v O s � � �&� /�����*���
I � c | v O c �6� I �8| a c O a ��� � - ����2�*�!� I �6| a c O e �*��>

Lo schema va interpretato cosı̀:
� r%sot @ �4	G� r%s%v . Ci

ricordiamo il fattore
�
.
�8r%s%v @ I � c O�x%v%y , quindi sostitu-

endo
�

con
� c

dobbiamo solo fare la
�����

-esima potenza
del nuovo

�
oppure la

���!�
-esima se sostituiamo ancora

�
con il suo quadrato. Quando arriviamo a un esponente
dispari, moltiplichiamo l’ultimo valore di

�
con il fattore

fino a quel punto memorizzato e possiamo quindi dimi-
nuire l’esponente di uno, ottenendo di nuovo un espo-

nente pari. E cosı̀ via. In ogni passaggio dobbiamo solo
o formare un quadrato e dimezzare l’esponente oppure
moltiplicare il fattore con il valore attuale di

�
e dimi-

nuire l’esponente di uno.
Anche in questo caso invece del ragionamente iterati-

vo si può riformulare il problema in modo matematico-
ricorsivo - stavolta HJI � M%K O @ �8� :
HJI � M%K O @

QRS RT � se K(@P�HJI � c M K � O se K è pari� HJI � M�K � � O se K è dispari

È facile tradurre queste idee in un programma ricorsivo
o iterativo in Perl:

sub potenza # $p=potenza($x,$n)W
my ($x,$n)=@ ;

return $x*potenza($x,$n-1) if $n%2;
return potenza($x*$x,$n/2) if $n X 0; 1 Y

sub potenza # $p=potenza($x,$n)W
my ($x,$n)=@ ; my $p;

for ($p=1;$n;)
W
if ($n%2)

W
$p*=$x; $n-- Y

else
W
$x*=$x; $n/=2 YZY $p Y

Tirocini all’ARDSU

L’ufficio Orientamento al Lavoro dell’ARDSU di Ferrara
è un buon punto di partenza per chi cerca contatti con
il mondo del lavoro. Proprio in questi mesi ha avuto,
da buone aziende a Ferrara o nella provincia di Ferrara,
molte offerte di tesi di laurea e tirocini (per informatici
e matematici) con possibilità di assunzioni in seguito.

L’ufficio inoltre organizza da anni seminari (ad esem-
pio su tecniche e strumenti per la ricerca attiva del la-

voro), corsi di informatica di base, corsi di lingua inglese
e diversi progetti formativi. L’ARDSU collabora stretta-
mente con l’università e con gli enti pubblici e ha con-
tatti con molte aziende.

L’ufficio si trova a Ferrara in via Cairoli 32 (cortile in-
terno). Telefonare prima alla signora Ornella Gandini,

tel. 299812.
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Lo schema di Horner

Sia dato un polinomio �������	��
��������
�� � ����������� 
��
��� ��� ,

dove
�

è un qualsiasi anello commutativo. Per � �
�

vogliamo calcolare �! "�$# .
Sia ad esempio ���&%'��()�+*,��-�+./�10��32'�4�65,7 . Poniamo
8 �9� %8 � � 8 � �:�;* � %'�:�<*8
0 � 8 � �:�=. � %'� 0 �;*,�>�=.8
- � 8

0 �:�=2 � %'� - �;*,� 0 �=.'���=28
( � 8

- �:��5,7?� %'�@(A�;*,�@-B�=.'�@0C�=2'����5,7
e vediamo che

8
( �D�! "�@# . Lo stesso si può fare nel caso

generale:
8 � � � �8 � � 8 �����E�1�
F�F�F8�G � 8�G

� �H���=�
G

F�F�F8

 � 8


�� � ���=� 

con

8

 �I�! "�$# , come dimostriamo adesso. Consideriamo

il polinomio

J�K � 8 ����
�� � � 8 �H��
L� 0 �&���	�/� 8 
L� � .
Allora, usando che � 8,G � 8�G�M �LNO� G�M � per PQ�&RLS F�F	F S�TUN�5 ,
abbiamo

� J � � 8 ����
L� � �=� 8 �H��
L� 0 �&���	�/�V� 8 
�� �B��  8 �WNX���Y#Z��
�� � �& 8 0 NX� 0 #Z��
�� 0 �&�	���[��\ 8 
L� � NX� 
L� � #Z���
8

 N6� 
 ��  8 � ��
L� � � 8 0 ��
L� 0 ���������

8

L� � ���

8

 #[NN] "� � � 
�� � �E� 0 � 
L� 0 � F�F�F � 
�� � ���E� 
 #$�� �^ J N 8 � � 
L� � #)� 8 
 N< _��N`� � � 
 #$�� � J N 8 �	�a
b� 8 
 NV�\�V�L����
O��� J �
8

 NV�

quindi

���c "��N`�$# J � 8 
 ,
e ciò implica

�! "�$#W� 8 
 .8 � S F�F�F S 8 
L� � sono perciò i coefficienti del quoziente nella
divisione con resto di � per �>N;� , mentre

8

 è il resto,

uguale a �! "�$# .
Questo algoritmo si chiama schema di Horner o sche-

ma di Ruffini ed è molto più veloce del calcolo separato
delle potenze di � (tranne nel caso che il polinomio con-

sista di una sola o di pochissime potenze, in cui si userà
invece l’algoritmo del contadino russo). Quando serve so-
lo il valore �! "�$# , in un programma in Perl si può usare la
stessa variabile per tutti i

8 G
:

sub horner # y=horner($x,@a)d
my ($x,@a)=@ ; my $b=shift @a;

for (@a)
d
$b=$b*$x+$ e $b e

Una frequente applicazione dello schemo di Horner è il
calcolo del valore corrispondente a una rappresentazione
binaria o esadecimale. Infatti

 f5'SYRLSHR�S�5gS�5'SYRLS�5'S�5gS�5�# 0 � horner  _h�S	5gSYRLS�RLS�5gS	5gSYRLS	5gS�5gS�5�#
 � SHiBSY7�SY%�SHRLS[*jSHk�#[�_lm� horner  f5�.�S�5�R�S�5,*jS[7�SY%LS�RLS[*�S	5�nj# .

Zeri di una funzione continua

Siano oEpcq e r=sut o�vwqZxmyLz|{ una funzione continua tale
che r�}~og��p�� e ra}~qH����� . In analisi si impara che allora
la funzione r deve contenere uno zero nell’intervallo }�ojvfqH� .
Da questo fatto deriva un buon metodo elementare e facile
da ricordare per la ricerca delle radici di una funzione con-
tinua, che in un pseudolinguaggio che prevede procedure
ricorsive può essere formulato nel modo seguente:

�H� q@y�o]p3�:���/�	�`�,�����,���;}�ojv�qH�
��� oB�3q��H� ra} � � �u� �>���/�	�6�,�����,���;} � v � ��H� ra} � �^�`�+���/�	�V�	���'�	� � �=}�ojv � �b�+� � ���	�'� � �[�/�
�,�,�	�V�	���'�	� � �=} � vfqH�]�3� � ���	�'� � �[�/�

����� è qui la precisione richiesta nell’approssimazione al

valore � della radice; cioè ci fermiamo quando abbiamo tro-
vato un intervallo di lunghezza p�� al cui interno si deve
trovare uno zero della funzione. È chiaro che questo algo-
ritmo teoricamente deve terminare. In pratica però potreb-

be non essere cosı̀. Infatti, se � è minore della precisione
della macchina, a un certo punto si avrà che il valore ef-
fettivamente calcolato come approssimazione di ���D� M1�

0 è
uguale a q , e quindi, se al passo (4) dobbiamo sostituire q
con � , rimaniamo sempre nella situazione }�ojvZqH� e avremo
un ciclo infinito.

Assumiamo ad esempio che o ���g���Y� e q ���g���Y  e che la
macchina arrotondi a due cifre decimali. Allora o^�Qq �V¡g� �,¢
e �O� � M1�

0
�£�g���Y��¤ che viene arrotondato a �g���Y ¥� q . Se noi

avessimo impostato � � � � ��� � , il programma possibilmente
non termina.

Si può però sfruttare questo fenomeno a nostro favore:
l’imprecisione della macchina fa in modo che prima o poi

arriviamo a �Q� o o �Q� q , e in quel momento ci fermiamo,
potendo cosı̀ applicare un criterio di interruzione indipen-
dente dalla macchina.

In Perl possiamo formulare l’algoritmo nel modo seguen-

te - bisogna prima verificare che veramente r�}�o'�Ep¦� e

ra}~qH�$�3� e sostituire r con yCr quando accade il contrario:

sub zero # ($a,$b)=zero($f,$a,$b)d
my ($f,$a,$b)=@ ;

my $x=($a+$b)/2;
return ($a,$b) if $x==$a or $x==$b;

my $fx=&$f($x); return ($x,$x) if $fx==0;
return zero($f,$a,$x) if $fx § 0;

zero($f,$x,$b) e
ra} � � deve essere calcolato due volte, per questa ragione nel-
la terzultima riga del programma abbiamo introdotto la va-

riabile ausiliaria $fx a cui viene assegnato il valore r�} � � .
Dobbiamo spiegare qui la sintassi usata nel Perl per ar-

gomenti che sono funzioni. L’argomento $f che rappresenta
la funzione è uno scalare (cfr. pag. 18) di un tipo particola-
re: un puntatore (o riferimento) alla funzione. Per chiamare

la funzione a cui punta questo riferimento bisogna utilizza-
re &$f. Se abbiamo definito una funzione f mediante sub f,
il puntatore ad essa è ¨ &f.

Vediamo queste nozioni nel seguente esempio in cui cal-

coliamo una (delle al massimo quattro) radici del polinomio
r �c� ( � � y ¢ . Verifichiamo prima che r�}��,� � y ¢ p©� e
ra} � � �=�Y¡ � � y ¢B�<��� �`� . Adesso possiamo scrivere

($a,$b)=zero( ª &f,0,2);

print “$a « = x « = $b ª n”;
# output: 1.52935936477247 « = x « = 1.52935936477247
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Un po’ di algebra esterna
�

sia uno spazio vettoriale (su un corpo � qualsiasi che in seguito sarà

uguale ad � , ma non ha importanza) e ������������������� � (con �! #" ).
Usiamo la seguente abbreviazione:

�$�&%('�'�')%*�+�-,." se �/�����������0��� sono linearmente dipendenti (su � ).

� � %('�'�')%*� �21,." se � � ���������0� � sono linearmente indipendenti (su � ).

Questa notazione appartiene all’algebra esterna, un metodo molto po-

tente che permette di amministrare in modo algebrico e trasparente tutte

le formule che riguardano determinanti, sottodeterminanti, prodotto vet-

toriale ( �4365 ), dipendenza lineare ecc.

Teorema 1: Siano 78,:9;7 � ���������07=<�> e �?,@9;� � ���������0�+<�> due vettori di � < .
Allora i seguenti enunciati sono equivalenti:

(1) 7A%6�A,B" .
(2) CCCC

7=DE�+D
7$FG��F CCCC

,B" per ogni H0�JI con KML�H0�JINL�O .

(3) CCCC
7=DE�+D
7$FG��F CCCC

,B" per ogni H0�JI con KML�HQP8IRL�O .
Dimostrazione: È chiaro che (2) e (3) sono equivalenti, perché per SUTWV questi

determinanti sono in ogni caso nulli, mentre, se scambiamo S e V , cambiano solo di

segno.

(1) T�X (2): Se Y e Z sono linearmente dipendenti, allora uno dei due, ad esempio Z ,
è un multiplo dell’altro: Z[T]\$Y con \R^`_ . Alloraaaaa Y D Z DY F Z F

aaaa T
aaaa Y D \bY DY F \$Y F

aaaa T8\bY D Y Fdc \$Y D Y F T8e .
(2) T�X (1): Se Y*Tfe , tutti gli enunciati sono banalmente veri. Sia quindi Y]gThe ,
ad esempio Y � gTie . Per ipotesi, per ogni V valeaaaa Y � Z �Y F Z F

aaaa T]e
cioè Y � Z Fjc Y F Z � T]e e quindi Z F T Z �Y � Y F per ogni V .
Cio significa che ZkT]\$Y con \`T Z �Y � .
Teorema 2: Siano 7],l9;7 � ���������07m<m> , �?,:9;� � ���������0�+<�> e 5n,29;5 � ����������5j<o>
tre vettori di � < . Allora i seguenti enunciati sono equivalenti:

(1) 7A%6�[%*5.,." .

(2)
CCCCCC

7=Dp�+Dq5jD
7$Fr��Fs5QF
7utq�+tq5vt

CCCCCC
,." per ogni H0�JI+�xw con KML�H0�yI+��w6L�O .

(3)
CCCCCC

7=Dp�+Dq5jD
7$Fr��Fs5QF
7utq�+tq5vt

CCCCCC
,." per ogni H0�JI+�xw con KML�HzP8IRPhw4L�O .

Dimostrazione: Pagina 29.

Definizione: Siano �8,{9;�o���|�~}��0���)> , 5l,�9;5[���05v}��05j�)> due vettori di � � .
Allora il vettore

�*3?5�� ,�9 CCCC
� } 5 }
�+��5j� CCCC

��� CCCC
� � 5 �
����5j� CCCC

� CCCC
� � 5 �
�+}�5v} CCCC

>
si chiama il prodotto vettoriale dei vettori � e 5 . Dal teorema 1 vediamo

che � e 5 sono linearmente dipendenti se e solo se �*345B,." .

Questa settimana

27 Un po’ di algebra esterna

Intersezione di rette nel piano

28 Determinanti
Multilinearità del determinante

29 Dimostrazione del teorema 27/2

Due casi speciali
Proiezione di un punto

su una retta

Punto e retta nel piano

Intersezione di rette nel piano

Usiamo le abbreviazioni, per �=�JZM^`_ < ,
_&ZM� T����;Z�����^`_z�
�v�6_&ZM� T������?�;Z�����^`_z�

Gli insiemi della prima forma per cuiZ]gT-e sono quindi esattamente le ret-
te in _ < passanti per l’origine, mentre
ogni retta può essere scritta nella se-

conda forma con ZfgTWe . Per � si può
usare un punto qualsiasi della retta.

Due rette �8T?���R_�Z ed �*Ti�u��_&�
sono parallele se e solo se i vettori Z e� sono paralleli, cioè se e solo se esiste\B^h_ (necessariamente gT@e , perché

sia Z che � devono essere gTie ) tale che��T�\bZ , cioè se e solo se Zj�A��T�e . In
questo caso le due rette coincidono se e

solo se ��^N� , cioè se e solo se � c � è un
multiplo di Z e allora �hT���T��(�N� .
Altrimenti ���A�4T]  .

Se invece le rette non sono parallele,
i vettori Z�Th¡¢Z � ��Z }�£ e �8T�¡¤� � �J� }�£ so-
no linearmente indipendenti e per tro-

vare l’intersezione �?�U� consideriamo
l’equazione vettoriale �[�(�;ZRTh���]¥x�
nelle incognite � ed ¥ , costituita da due
equazioni scalari

Z � � c � � ¥zT�� �&c � �Z } � c � } ¥zT�� }zc � }
il cui determinante

aaaa Z � � �Z } � }
aaaa è di-

verso da zero (teorema 1 o prop. 29/1)

e che quindi possiede esattamente una
soluzione ¡¢�|��¥ £ da cui otteniamo l’unico
punto �z�R�;Z dell’intersezione delle due

rette.
Quindi due rette non parallele nel

piano _ } si intersecano esattamente in

un punto.
L’intersezione di due rette date tra-

mite equazioni ¦ ��§m� ��¦ }�§/} T©¨ eª � § � � ª } § } T¬« può essere calcolata
anche risolvendo direttamente il siste-
ma lineare

¦ � § � ��¦ } § } T�¨ª ��§m� � ª }�§/} T�«
nelle incognite §m� e §/} .
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Determinanti

Conosciamo già i determinanti ����� : ���� ���
	�����	�� ������ ����	 ��� � � 	�� .
Per induzione definiamo i determinanti di ordine superiore:������

� � 	 ������ � 	 � � �����	�� � �
������ � � ��� ���� 	 � � �	 � � � ���� � � � ���� 	�� � �	 � � � ���� � � � ���� 	�� � �	 � � � ����

��������
����	�� � ��� ���!	�� � �!���� � 	 � � � � ���"#	�" � "#�$"

�������� � � � � ������
	�� � �#���	�� � ���$�	�" � "��$"

������ � �� ������
	 �%��� � �	�� � ���$�	�" � "��$"

������ �
� � � ������

	 �%��� � �	 � � � � �	�" � "��$"
������ � �" ������

	 �
��� � �	 � � � � �	 � � � � �
������

e cosı̀ via. Si noti l’alternanza dei segni. I determinanti hanno
molte proprietà importanti che verranno studiate nel corso di Geo-
metria. Qui ci limiteremo a determinanti ���&� e '(�)' , per i quali
dimostriamo alcune semplici regole di cui avremo bisogno in se-
guito. Tutte queste regole valgono anche per determinanti *+��* ,
se riformulate in modo naturale.

Lemma 1: Se in un determinante �,�-� scambiamo tra di loro due

righe o due colonne, il determinante si moltiplica con �,. .
Dimostrazione: Immediata.

Lemma 2: Un determinante '-�&' può essere calcolato anche se-

condo la regola������
���
	�� � ����	�� � �� � 	 � � �

������ � � � � ���� 	�� � �	 � � � ���� � 	 � ���� �� � �� � � � ���� � ��� ���� ��#	��� � 	 � ����
Dimostrazione: Le due espansioni si distinguono in

� � � ���� 	�� � �	 � � � ���� � � � ���� 	�� � �	 � � � ���� � � � � 	�� � � � � � 	 � � � � � � 	�� � �/� � � 	 � � �
e � 	 � ���� �� � �� � � � ���� � ��� ���� ���	��� � 	 � ����0� � 	 � �1� � � � 	 � ��� � � � ��� �1�2	�� � ��� ���3	��
che però, come vediamo, danno lo stesso risultato.

Lemma 3: Se si scambiano due righe o due colonne in una matrice'���' , il determinante si moltiplica per �,. .
Dimostrazione: Ciò, per il lemma 1, è evidente per lo scambio della
seconda e della terza colonna e, per il lemma 2, anche per lo scam-
bio della seconda e della terza riga. Se invece scambiamo la prima

e la seconda colonna, otteniamo il determinante������
	��%��� � �	 � � � � �	����� � �

������ � � 	�� ���� � � � �� � � � ���� � ��� ���� 	 � � �	 � � � ���� � � � ���� 	 � � �	 � � � ����
uguale, come si vede subito, al determinante originale moltiplica-
to per �,. . Gli altri casi seguono adesso applicando le regole già
dimostrate.

Lemma 4: Se in un determinante appaiono due righe o due colon-
ne uguali, allora il determinante è uguale a 4 .
Dimostrazione: Ciò per un determinante �5�6� è ovvio, e se ad esem-
pio sono uguali le ultime due colonne, l’enunciato segue (usando il
caso �-�7� ) dalla formula di espansione anche per i determinanti'���' , e poi dal caso '8��' anche per i determinanti 9(��9 ecc.

Multilinearità del determinante

Siano dati * vettori��� � : � ���;�<�<3<�; ��= �0>?;�<3<�<�; � = � : � �= ;3<�<�<�; ��== >
di @ = . Allora la matrice

A � �
BC � ��D<3<�< � �=<3<�<� = � <3<�< � ==

EF

è quadratica e possiamo formare il suo deter-
minanteG

A
G
� �

������
� �� <�<�< � �=<�<�<��= �D<�<�< �==

������
che denotiamo anche con H�I3J : ��� ;3<�<�<�; � = > .

Si noti che nella matrice abbiamo, come
d’uso nel calcolo tensoriale (un calcolo multili-
neare sistematico molto importante nella geo-
metria differenziale e nella fisica matematica),

scritto gli indici di riga in alto, cosı̀ come spes-
so, e con buone ragioni, anche al di fuori di una
matrice gli indici dei componenti di un vettoreK di @ = vengono posti in alto: K � : K � ;�<�<�<�; K$= > .
È quasi sempre chiaro dal contesto se si tratta
di indici o di esponenti di potenze.

Proposizione 1: Il determinante è una fun-
zione multilineare delle colonne (e delle righe)

di una matrice.
Ciò significa che, se anche 	 � : 	 � ;3<�<�<�; 	3= > è

un vettore di @ = , allora, per L ;NMPO @ ,Q�RTS3UWV�X �ZY�[1\3] X � ]2^_^?^_] X = `baa VcQ�RTS3UWX � ] X ��]2^2^2^_] X = ` Y)[ Q�RTS3U \3] X ��]2^_^2^2] X = `Q�RTS3UWX �d]_^?^_^_] X =$e ��] V�X = Y)[\ `5aa VcQ�RTS3UWX ��]2^2^_^?] X =�e ��] X = ` Yf[ Q/R_S?UgX �d]_^?^_^_] X =�e ��]h\ `
Dimostrazione: Ciò, per * � � , è evidente (ve-
rificare da soli) e, per l’ultima colonna, segue
poi per induzione, come si vede dalle formule
di espansione date. Dai lemmi di scambio (che
valgono per ogni * , anche se li abbiamo dimo-
strato solo per * � � ; ' ) ciò implica che il de-

terminante è lineare in ogni colonna (e quindi
anche in ogni riga, perché, come si vedrà nel
corso di Geometria, il determinante della ma-
trice trasposta di

A
, cioè della matrice che cui

colonne sono le righe di
A

, è uguale al determi-
nante di

A
).

Proposizione 2: Se in un determinante a una
colonna (o riga) aggiungiamo un multiplo di

una delle altre colonne (o righe), il determinan-
te non cambia:HI3J : <�<3<�; ��i � L �j ;�<�<3<2> � H�I3J : <�<�<3; �i ;�<3<�<2>
per kml�on .
Dimostrazione: Assumiamo kcp n . AlloraQ�RTS3U ^?^_^2] X i Y V$X j ]_^?^_^_] X j ]?^_^_^ `baa Q�RTS3U ^2^2^_] X i ]?^_^_^2] X j ]_^_^?^ ` YY VqQ�RTS3U ^?^_^2] X j ]_^2^_^2] X j ]2^2^_^ `raa Q�RTS3U ^2^2^_] X i ]?^_^_^2] X j ]_^_^?^ `
usando la multilinearità e il lemma 4.
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Dimostrazione del teorema 27/2

Anche questa volta è chiaro che (2) e (3) sono equivalenti,
perché se due dei tre indici coincidono, il corrispondente
determinante si annulla per il lemma 28/4, e se invece
gli indici sono tutti distinti, li possiamo scambiare per
ottenere ��������� con il determinante che cambia solo

di segno.

(1) 	�
 (2): Sia ��������	�� , ad esempio ��	����������
con ������� � . Allora!!!!!!

�#"$�%"&�'"
�)(*�+(*�,(
�.-&�/-0�1-

!!!!!! 	
!!!!!!
�#"&�2" ���#"#�����2"
�3(*�+( ���)(4�����5(
�.-0�2-6���.-4�����/-

!!!!!! 	

	��
!!!!!!
� " � " � "
� ( � ( � (
� - � - � -

!!!!!! ���
!!!!!!
� " � " � "
� ( � ( � (
� - � - � -

!!!!!! 	7�

come segue dal lemma 28/4.

(2) 	�
 (1): Tutti i determinanti al punto (2) siano nul-
li. Dobbiamo dimostrare che �8 �����	�� . Ciò è sicura-
mente vero se �9 �:	;� . Possiamo quindi assumere che
�:<��=	>� . Dal teorema 27/1 segue che allora ad esem-

pio

!!!! �@?A�)?
�.BC�2B

!!!! =	D� , mentre per ipotesi per ogni � con
EGF � FIH abbiamo!!!!!!

�.-&�/-0�1-
� ? � ? � ?
� B � B � B

!!!!!! 	�� .

Sviluppando questo determinante troviamo

�.-
!!!! � ? � ?
�/BJ�1B

!!!!LK �/-
!!!! � ? � ?
�.BC�1B

!!!! �M�1-
!!!! � ? � ?
�#BC�2B

!!!! 	7�

e ciò, valendo per ogni indice � , significa che!!!! �N?O�G?
�/BP�1B

!!!! � K
!!!! �@?A�G?
�.BC�1B

!!!! �G�
!!!! ��?A�)?
�#BC�2B

!!!! �7	7�

una relazione lineare tra i vettori ���Q� e � in cui almeno
il terzo coefficiente è diverso da zero. I tre vettori sono
quindi linearmente dipendenti.

Due casi speciali

Dai teoremi 27/1 e 27/2 otteniamo come casi particolari le

seguenti proposizioni.

Proposizione 1: Siano RTSVUWR ?5X R B+Y e Z[SIU\Z ?LX Z B]Y due vettori

del piano ^ B . Allora i seguenti enunciati sono equivalenti:

(1) RG_�ZGS�` .
(2)

aaaa R ? Z ?
R B Z B

aaaa S�`

Proposizione 2: Siano RVSbU\R ?]X R B X RNc Y , Z�SbUWZ ?]X Z B X Z]c Y ed SIU d ?]X d B X d c Y tre vettori di ^ c . Allora i seguenti enunciati

sono equivalenti:

(1) RG_�Z4_ d S�` .

(2)

aaaaaa
R ? Z ? d ?
R B Z B d B
RecCZ]c d c

aaaaaa S�` .

Proiezione di un punto su una retta

Siano dati una retta f�Shgji�^kZ
(con ZmlSn` ) e un punto q di
^po . Vogliamo calcolare la proie-
zione ortogonale q di r su f .
Il punto q deve essere in pri-

mo luogo un punto della retta e
quindi della forma qbSVgsi�tuZ ,

v
w

x

p

m

q

v

R

inoltre il vettore r�yIq deve essere ortogonale a Z , cioè

Uzr{y�q X Z Y S�` , ossia U\r X Z Y SVUWq X Z Y . Ciò implica

Uzr X Z Y SVUWq X Z Y S|U g[ihtuZ X Z Y SIU g X Z Y i<t}UWZ X Z Y S|U g X Z Y ihtQ~ Ze~ B ,
ossia

t�S Uzr X Z Y y�U g X Z Y~ ZN~ B S Uzr{yTg X Z Y~ ZN~ B .

L’unica soluzione è quindi

q;S�g1i U\r{yTg X Z Y~ ZN~ B Z .
La distanza di r dalla retta è uguale alla lunghezza del vet-

tore q�y r .

Punto e retta nel piano

Nel piano le formule per la proiezione di un punto su
una retta possono essere formulate in maniera più espli-
cita. Come a pagina 11 siano ��	��u�N?]��� B]� e ��	>�u�#?5��� B5�
con � ? 	 K �2BL�Q�eB'	�� ? . La retta può essere rappresenta-
ta in forma parametrica come ��	������{� oppure tramite
l’equazione

� ?Q�@? �|�eB � B4	�� oppure �u�#� � � 	��u�#�u� �
con �G	��.?z�@?p�|� B � B 	��u�#�u� � . I vettori � e � sono ortogo-
nali tra di loro e hanno la stessa lunghezza. Possiamo
calcolare

� 	��8� �u� K �@��� �� � � B �
come nel caso generale di � o ; nel piano vediamo però
che � deve essere anche della forma

� 	��'�I�]�
per qualche ����� il cui valore può essere trovato uti-
lizzando l’equazione �u�#� � � 	�� che � come punto della
retta deve soddisfare. Quindi

�1	;�u�.� � � 	;�u�.��� � �I�3�u�#��� � 	;�u�#��� � �I� � � � B ,
per cui

�[	 � K �u�.��� �� � � B 	 �u�#�u� � K �u�.�}� �� � � B 	 �u�#�u� K � �� � � B
e quindi

� 	��'� � K �u�#��� �� � � B �
Adesso otteniamo facilmente la distanza di � dalla ret-

ta, infatti questa distanza coincide con la lunghezza del
vettore � K � :

� � K �
� 	
� �u�#��� � K �

�
� � � 	

� �#?��2?��|� B � B K �
�

� � B ? �M� BB
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La retta in uno spazio vettoriale

Una retta � in uno spazio vettoria-

le reale � possiede una rappresen-

tazione parametrica�����������
con ��������� e �� �"! . È chiaro che,

sostituendo � con un vettore # , si

ottiene la stessa retta se e solo se#$��%&� con %'�(��)*! .
Sostituendo � con un punto + , si

ottiene la stessa retta se e solo se+-,.���0/1� con /2�3� . In altre pa-

role, ogni punto +4�5� può essere

usato al posto di � .
Le rette �����6�-��� ed 78�9+:�-��#

sono parallele se e solo se #;�;%&�
con %4�3�4)<! . In questo caso esse

coincidono se e solo se +=�$� , cioè

se e solo se +>���?��/@� per qualche / ,
cioè se e solo se +A,'� è un multiplo

di � , come già osservato. In questo

caso �B�C7D�C�FE=7 . Altrimenti�4E�7G�IH perché �J�3/1�K�5+<�GLM%&�
implica +>�����9NO/6,�LM%QP@�R�S� .

Due rette in �UT
Lemma: Siano dati tre vettori VXW1YZW\[
in uno spazio vettoriale qualunque.

Allora:
(1) Se [ è combinazione lineare diV e Y , allora VU]^Y_]�[a`�b .
(2) Se VA]cY'd`5b (cioè se V e Y so-

no linearmente indipendenti)
e Ve]JYf]J[e`Gb , allora [ è com-

binazione lineare di V e Y .
Dimostrazione: (1) Chiaro.

(2) V-]'Yg]'['`hb implica che esi-

ste una relazione ijV-k�l:Ygk3mn[K`ob
con coefficienti iQWpl_W1m3q�r non tutti
nulli. Se m(`$b , allora sOitW\ltu>d`5svbwW1bMu
e ixVJk9l:YG`yb (perché in quel ca-

so anche mn[�`yb ), in contraddizio-
ne all’indipendenza lineare di V e Y .
Quindi m=d`Fb . Allora però possiamo

scrivere [a`Gz im V{z l m Y e vediamo che[ è una combinazione lineare di V e Y .
Siano date due rette |=`S}�k�r6~ ed� `=�tk>r6� (con ~XW@�9d`�b ) nello spazior T , non necessariamente parallele.

Per trovare l’intersezione |�� �
dobbiamo risolvere l’equazione vet-
toriale }�kF��~�`��JkI��� nelle in-
cognite scalari � ed � , equivalente

all’equazione ��~^z.���"`I�?z(} , dalla
quale si vede che |8� � d`F� se e so-
lo se il vettore �ezc} è combinazione
lineare di ~ e � .

(1) ~ e � siano linearmente dipen-
denti: In questo caso �ez(} è combi-
nazione linerare di ~ e � se e solo se
è un multiplo di ~ , e siccome }.q8| ,
ciò accade se e solo �eqR| .

Quindi |$� � `�|�` �
oppure|S� � `.� come già visto prima.

(2) ~ e � siano linearmente indi-
pendenti: In questo caso, per il lem-

ma, �fz<} è combinazione lineare di ~
e � se e solo se ~�]^�8]KsO�*zR}ju�`4b e
quindi, per la prop. 29/2, se e solo se

������ ~����*�����6z^}t�~�����������z^}j�~ T � T � T z^} T
������ `=b

(sempre in questa ipotesi però, che ~
e � siano linearmente indipendenti).

Assumiamo che ciò accada e che}Gko��~�`���k���� sia un punto
dell’intersezione |�� � . Possono es-
sercene altri?

Per una coppia di numeri reali���pW@��� sono allora equivalenti:}<k'� � ~<`��fk8� � ��ak����.z(��~*k'� � ~<`��fk8� � �sv���&z(�pu�~A`GsO���jzK�Zu��
Ma ~ e � sono linearmente indi-

pendenti, quindi sv� � zK�pu�~>`GsO� � zK�Zu��
implica � � `�� e � � `�� . Quindi le due
rette si intersecano in un solo punto.
Il seguente teorema riassume ciò che

abbiamo finora dimostrato.

Teorema: In r T siano date due rette|.`S}�k(r6~ ed
� `��fk'rf� .

(1) Se i due vettori ~ e � sono li-
nearmente indipendenti, allo-
ra le rette | e

�
si intersecano

se e solo se������ ~w���*���M�6z^}t�~M�������Z��z^}j�~ T � T � T z^} T
������ `.b

e in questo caso si intersecano
in un solo punto.

(2) Se i due vettori ~ e � sono line-
armente dipendenti, allora le
due rette sono parallele e si in-
tersecano se e solo se �&z�} è un
multiplo di ~ e in quest’ultimo

caso le due rette coincidono.
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Il prodotto vettoriale

Abbiamo definito a pagina 27 il pro-
dotto vettoriale ~��.� di due vettori~K`Ds�~ � W@~ � W\~ T u e �5`Ds�� � Wp� � W@� T u dir T . Esso permette di rappresentare il
prodotto esterno ~^]K� di due vettori

di r T come un vettore dello stesso r T .
Ciò non è possibile in altre dimensioni
perché il prodotto esterno di due vetto-

ri di ra  è un vettore di uno spazio vet-
toriale reale di dimensione ¡   ��¢ e solo

per £J`�¤ si ha ¡   � ¢ `=£ .
Scrivendo il prodotto vettoriale come

vettore colonna e calcolando esplicita-

mente i coefficienti abbiamo

~A�J�=`¦¥§ ~ � � T zK~ T � �~ T �*�6zK~���� T~w������zK~��Z�e�
¨©

Si noti il modo ciclico in cui si susse-
guono gli indici.

Proposizione 1: ª.`Ds�ª � Wpª � Wpª T u sia

un terzo vettore di r T . Allora«n¬� s�ªQW@~XW\�*u_`Gs�ª_Wp~>���*u
dove l’espressione a destra è il prodotto
scalare dei vettori ª e ~<��� che abbia-

mo definito a pagina 11.

Dimostrazione: Il prodotto scalare è
uguale aª_�a®®®® ~M�����~ T � T ®®®® zcª:�U®®®® ~w���*�~ T � T ®®®® kkgª T ®®®® ~w���*�~M����� ®®®®
Però questo è proprio il determinan-
te
«w¬� svªQW\~XW@�Uu secondo la formula di

espansione data a pagina 28.

Proposizione 2: Il vettore ~-�2� è or-
togonale sia a ~ che a � .

Dimostrazione: Verifichiamo ad es. ches�~XW@~^�2�Uuf`�b . Per la prop. 1 abbiamos�~XW@~?�A�*u¯` «n¬� s�~XW1~XW\�*u . Questo deter-

minante però si annulla, perché contie-

ne due righe uguali (lemma 28/4).
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Identità di Graßmann e di Jacobi

Siano ���������
	��  .

Identità di Graßmann:�������������������������������������������������� �!�"���������������������������
Dimostrazione: Il modo più indolore per verificare queste identità
è il calcolo diretto. Scriviamo i vettori come colonne.

�������������#�
$% ��&�('� 

)*
�
$% � ' �  �+�  � '�  � & �+� & � � & �,'-�+�.'/� &

)*
�

�
$00000000%

1111 �('2�  � & �3� & � �  ��&�� ' �3� ' �4&
1111

� 1111 ��&5� ' �  �3�  � '�  � & �,' �3�.'/� &
11111111 � & �.'/�  �3�  �,'�('2�  � & �3� & � 
1111

)766666666* �

�
$0% �('7� & �,'8�+�('/�9'7� & ���  �  � &�: �  � & � �  � ' �  �+�  �  � ' ����&��;&�� ' : �<&�� ' �4&� & �  � & �+� & � & �  ���('/�9'/�  : �='/�  �,'

)76* �

�
$0% � & ���('/�,' : �  �  �-�>� & ���('?�.' : �  �  �� ' ���  �  : ��&��4&7�-�>� ' ���  �  : �<&���&7��  ��� & � &�: �('7�,'@�-�>�  ��� & � &A: �='/�.'@�

) 6* �

�
$0% � & ���('/�,' : �  �  : � & � & �-�>� & ���('/�9' : �  �  : � & � & ��.'B���  �  : � & � &A: �('/�,'C�-�>�,'9���  �  : � & � &�: �('/�9'@��  ����&��4& : � ' � ' : �  �  �-�>�  ����&��;& : � ' � ' : �  �  �

) 6* �
���������������������������

Questa è la prima identità di Graßmann. Nella seconda usiamo
l’antisimmetria del prodotto vettoriale (esercizio 50):

��������� �!�"�D�E�D�3���3�!���#���F�������������������F���(��������������������������������
Lemma: �������������G�H���<���!�����G�"I�J/KL������������� .
Dimostrazione: Esercizio 51.

Proposizione: M �!���NM ' �HM �(M ' M �OM ' ����������� '
Dimostrazione: M �+�+�NM ' �P���+�+�����Q�R���S�P�������T�����+�+�4���S������@���F�������G�������������4�#�UM �NM ' ���������.�����F�����/�������4�G�HM �(M ' M �OM ' ���������4� 'LV
Identità di Jacobi: ���3��������� : �S�3���D�!�(� : �D�3�����!���W�"X .
Dimostrazione: Esercizio 52.

Osservazione: Il prodotto vettoriale, considerato come operazio-
ne binaria su �  , è bilineare, antisimmetrico e non associativo,
perché dalle identità di Graßmann si vede che in genere

�Q�3���!���4��Y�����Q����� ��� .

Le identità di Jacobi sono un’importante alternativa alla legge
associativa in un anello: �Z�  � : �9�W� è un’algebra di Lie.

Le idee di Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), Hermann
Graßmann (1809-1977) e Marius Sophus Lie (1842-1899) sono an-
cora oggi importanti in molti rami della matematica.

Area di un parallelogramma

Consideriamo due vettori linearmente indipen-
denti � e � in � [ . Insieme all’origine essi de-

terminano un parallelogramma la cui area, con
le notazione nella figura, è uguale a M �(M \]�M �(M^M �NM^M�_�`^aEb8M , dove abbiamo usato il valore as-
soluto del seno per non essere obbligati a un
particolare orientamento dell’angolo b .

Assumiamo adesso che �����c	U� ' . In que-
sto caso l’area del parallelogramma può essere
espressa come valo-
re assoluto del deter-

minante dei due vet-
tori, come adesso ve-
diamo. Questo risul-
tato può essere otte-
nuto in modo elegan- d

ef

v

w

a

hgh
te se introduciamo di nuovo il vettore magicoi ��� i &/� i ' �W�����E� ' ���;&7� che si ottiene girando �
per j9X gradi in senso antiorario.

In primo luogo M�_�`^aEb8M.�HM�k/l9_nm-M , per cui

\���M �NM^M�_�`^aEb8M.�HM �OMoM�k/l9_nm-M.� M �NM^Mp� i �����CMM �NM^M i M �
� Mp� i ���4�CMM i M � M^� i �����CMM �(M � M�I�J/K@���������CMM �(M

dove abbiamo usato la formula fondamentale� i ��q=���rI�J/K@������q(� valida per ogni q�	�� ' (eser-
cizio 45) e il fatto che M i Ms�UM �(M .

L’area del parallelogramma è uguale a \AM �(M ,
quindi uguale a

M�I�J/K@���������CM.�HM �;&�� ' �+� ' �4&@M .
L’area di un parallelogramma nel piano e per-
ciò uguale al valore assoluto del determinante
che si ottiene dai due vettori. Se questi sono
linearmente dipendenti, l’area è evidentemen-
te nulla cosı̀ come il determinante, e vediamo

che la formula vale per una coppia qualsiasi di
vettori del piano. Una formula analoga vale in� [ come dimostreremo per tu�wv .
Significato geometrico di �����
Due vettori linearmente indipendenti � e � in�  formano, insieme all’origine, un triangolo
non degenere in cui denotiamo con b l’angolo
nell’origine.

Per la proposizione a lato e le formule a pa-

gina 11 abbiamo

M �!���OM ' ��M �(M ' M �OM ' ����������� ' ���M �(M ' M �OM ' �xM �(M ' M �OM ' kCls_ ' b+���M �(M ' M �OM ' ��y8��k/l9_ ' b��W���M �(M ' M �OM ' _�`^a ' b
per cui

M �!���OM9�HM �(M^M �NM^M�_�`^a,b M .
���u� è quindi un vettore ortogonale a � e � di
lunghezza uguale all’area del parallelogramma
racchiuso da � e � ed è orientato in modo che i
vettori ����� e �!��� formino un sistema destro-

giro come vedremo a pagina 33.
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Piani nello spazio

Un piano � in uno spazio vetto-

riale reale � possiede una rap-
presentazione

��������	�
��	��
con ����
�������� e dove 
 e � sono
linearmente indipendenti. � ap-
partiene a � e può essere sosti-
tuito da qualsiasi altro punto del
piano.

Un punto ����� appartiene al
piano � se e solo se ����� è com-
binazione lineare di 
 e � , quin-

di, essendo 
 e � linearmente in-
dipendenti, se e solo se
� ��� �"!"#$
%# ����&

come segue dal nostro lemma a
pagina 30.

Assumiamo adesso che �'��	)( .
In questo caso per la prop. 29/2 la
condizione

� �*�+�,!�#�
-#.�/�0& è
equivalente a
13254 � �6���7��
����%!8��&

Dalla proposizione 30/1 sappiamo
però che
13254 � �6���7��
����%!8� � ��� ����
:9��%!

e quindi � appartiene al piano se
e solo se

� �*�+���;
.9+�<!��0& . Ciò
dal lato geometrico significa che �
appartiene a � se e solo se �����
è ortogonale al prodotto vettoria-
le 
=9�� , mentre dal lato analiti-
co ci fornisce anche un’equazione
che descrive il piano:
� ����
$9 �<!>� � ����
:9$�<!

Se rappresentiamo i vettori tra-
mite i loro componenti,

�$� � ��?5���"@A�B� ( !�$� � ��?5�C�"@A�D� ( !
�� � 
 ? ��
 @ ��
 ( !��� � �<?E���F@G�B� ( !
questa equazione è un’equazione
scalare nelle tre incognite

� ? ��� @ ��� ( :H ?B��?�� H @I�"@>� H ( � ( �KJ
con
H ? �L
 @ � ( �
 ( � @H @ �L
 ( � ? �
 ? � (H ( �L
3?B�F@M�
N@5�<?J)� � ����
:9��%!

che possiamo scrivere nella forma
� H ���"!>� � H �O�"!

in analogia con quanto abbiamo

visto a pagina 29 per la retta nel
piano, con H:P � � H ?Q� H @A� H ( ! .

Sia viceversa data un’equazione

della forma

H ? � ? � H @ � @ � H ( � ( ��J
con HRP � � H ? � H @ � H ( !TS�

� &3�I&U�B&V! .
Anche stavolta è facile trovare un
punto � P � � ��?Q�C�"@G�D� ( ! tale che

J+� H ? � ? � H @ � @ � H ( � ( , e allora
l’equazione può essere scritta nel-
la forma
� H ���"!>� � H �W�"!

ossia
� H ���6���"!>��&

L’insieme delle soluzioni di que-
sta equazione consiste quindi di
tutti i punti � per cui il vettore
�X�L� è ortogonale al vettore H .
Ciò intuitivamente dimostra già
che l’insieme delle soluzioni for-
ma un piano, per il quale comun-
que possiamo facilmente trovare
una rappresentazione parametri-
ca:

Sia ad esempio H ( S�Y& , allora
l’equazione H ?B��?V� H @Z�"@[� H ( � ( �KJ
è equivalente (cfr. pag. 5) aH ?H (

��?\�
H @H (
�"@>�X� ( �

JH (
cioè a

� ( �
JH (
�
H ?H (
��?>�

H @H (
�"@

Per ogni scelta di ��? e �"@ otte-
niamo un valore di � ( tale che
� P � � �7?Q���"@A�B� ( ! sia una soluzione
dell’equazione e viceversa, quin-
di le soluzioni sono esattamente i

punti rappresentabili nella forma

� ? ��]
�"@)��^
� ( �

JH (
�
H ?H (
]\�
H @H (
^

per ]5�I^<�:	 e quindi, se poniamo

� P � � &U�I&3� JH (
!


 P � ��_ �I&3�Q�
H ?H (
!

� P � � &U� _ �Q�
H @H (

le soluzioni costituiscono esatta-
mente il piano

�'�����	�
��	�� .

Proiezione di un punto su un piano

Siano dati un piano � e un punto ` di 	M( .
La retta sia descritta dall’equazione
� H ���"!\�KJ

Vogliamo calcolare la proiezione ortogona-
le a di ` su � . Il vettore `8�:a deve essere
ortogonale al piano e quindi parallelo al
vettore H , per cui

a��K`b�c^ H
per qualche valore ^��d	 che otteniamo
dall’equazione

� H ��a=!>�KJ che a come pun-
to del piano deve soddisfare. Quindi

Jb� � H ��a=!\� � H ��`b�c^ H !8�
� � H ��`N!e�c^ � H � H !8� � H ��`N!e��^gf H f @

per cui

^F� JM�
� H ��`N!
f H f @

e quindi

a��K`b� JM�
� H �;`V!
f H f @

H

Si noti la completa analogia con la formu-
la derivata a pagina 29 per la proiezione
di un punto su una retta nel piano. Cos’è
che hanno in comune le due situazioni?

La ragione è che entrambe le vol-
te calcoliamo la proiezione ortogonale di
un punto su un insieme descritto da

un’equazione della forma
� H ���"!\�KJ

Infatti, assumiamo che siano dati un vet-

tore H � � H ? �QhQhEhQ� H[i !-S�j& di 	 i e un’equa-
zione

� H ���,!8�KJ per qualche Jk� 	 .
Nel corso di Geometria si imparerà che

una tale equazione descrive un iperpiano

di 	 i , cioè un sottospazio affine l di di-
mensione m*� _ . Ciò implica che anche in
questo caso, se scegliamo un punto arbi-

trario � dell’iperpiano (cioè un punto � ta-
le che

� H �O�"!%�nJ ), l consista esattamente
di quei punti � per chi il vettore ����� è
ortogonale ad H e che viceversa un vettoreo

è ortogonale all’iperpiano se e solo se è
parallelo ad H (qui entra l’ipotesi che la di-
mensione di l sia m%� _ ). A questo punto il
calcolo e le formule coincidono con quanto

ottenuto per 	 @ e 	�( : La proiezione orto-
gonale a di un punto ` su l è data da

a��K`b� JM�
� H �;`V!
f H f @

H

la distanza di ` dall’iperpiano, cioè la

lunghezza di `%�+a , da

f `<�afA� f
� H ��`N!\�.JNf
f H f �

� f
H ?�`N?p�KqQqQqA� H i ` i �.JNfr H @ ? ��q5qQqA� H @i
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Il piano passante per tre punti����� ed � siano tre punti di uno spazio
vettoriale reale � . I vettori �	�
� ed � �
�
sono linearmente indipendenti se e solo
se i punti ����� ed � non stanno sulla stes-
sa retta (esercizio 53). In questo caso

essi generano un piano�� ��������������������� � �����
a cui appartengono � , �  ������������� ed�  ����� � ����� .
Il volume

Un parallelepipedo, analogo in dimen-
sioni superiori del parallelogramma,
centrato nell’origine di �! è determina-

to da " vettori #%$ �'&(&(&(� #  e può essere de-
scritto analiticamente come l’insieme di
tutte le combinazioni lineari) $*#+$ �-,',(,'� )  #  
in cui .0/ )21 /43 per ogni 5  3 �(&(&6&'� " .
Il suo volume è uguale al valore assolu-
to del determinante della matrice le cui
colonne sono i vettori #%$ �'&(&(&(� #  come già
dimostrato a pagina 31 per il caso " �7 .

Dimostriamo la formula per " 98 . Il
parallelepipedo sia generato dai vetto-

ri : � # e ; . Se questi sono linearmente
dipendenti, il parallelepipedo è degene-
re (tutto contenuto in un piano) e il suo
volume 3-dimensionale è uguale a zero
cosı̀ come <%=6> � : � # � ; � . Altrimenti abbia-
mo una situazione come nella figura.

v

w

u?
@BADC

h

È chiaro che il volume del parallelepipe-
do è uguale all’area del parallelogram-
ma di base generato da # e ; moltiplica-
to per l’altezza E . Abbiamo visto a pagi-

na 31 che l’area del parallelogramma è
uguale a F #BGH;�F , mentre l’altezza è ugua-
le a

E  F :	FIFKJ(LNM2OHF  F :	FIF � : � #PG�; � FF :	FIF #�G�;QF 
 F � : � #PG�; � FF #�GP;�F

per cuiERF #SGT;�F  F � : � #QGS; � F  F�<U=6> � : � # � ; � F .
Abbiamo usato la formula che lega pro-
dotto scalare e coseno a pagina 11 e la
proposizione 30/1 che esprime il prodot-
to scalare tra un vettore e un prodotto
vettoriale come determinante.

Orientamento

Denotiamo con V  W l’insieme delle ma-

triciXZY []\^`_ $$ ababa _ $Wababa_  $ ababa _  W
cd

con e righe ed f colonne a coeffi-

cienti reali, i cui vettori colonna (che
sono vettori di V  ) verranno denota-

ti con _ $'g aba*a g _ W (oppure spesso conh $6g aba*a g h  , quando per e [ f formano
una base). Abbiamo scritto gli indici di

riga in alto come già a pagina 28.
Per e [ f la matrice diventa qua-

dratia e possiamo considerare il suo de-

terminanteikj�l X�[ ikj�l6m _ $ng a*aoa g _  qp .
In analogia con quanto visto nelle pro-

posizioni 29/1 e 29/2, questo determi-
nante è diverso da zero se e solo i vet-
tori _ $'g aoa*a g _  sono linearmente indi-

pendenti e formano quindi una base diV  . Ciò verrà dimostrato nel corso di
Geometria.

Il determinante suddivide quindi le
matrici

Xsr V   in due classi: quelle
matrici il cui determinante è t[vu e le

cui colonne formano quindi una base diV   , e le matrici il cui determinante è
uguale a zero e le cui colonne sono li-

nearmente dipendenti.
Questa suddivisione sussiste per

ogni campo di scalari al posto di V . InV però possiamo distinguere le basi an-
cora più finemente utilizzando l’ordine

sulla retta reale. Infatti un numero
reale t[wu

o è x u
oppure è y u

. Il
determinante può essere perciò usato

per suddividere ulteriormente le ma-
trici con determinante t[zu

in quelle
che hanno determinante x u e quelle

che hanno determinante y u .
Mentre la lineare indipendenza dei

vettori colonna di una matrice non di-

pende dall’ordine in cui questi vetto-
ri compaiono nella matrice, perché se
cambiamo l’ordine delle colonne cam-

biamo solo al massimo il segno del de-
terminante, l’essere il determinante xu

o y u
dipende dall’ordine in cui le

colonne della matrice sono elencate e
se quindi queste colonne le consideria-
mo come componenti di una base diV  , dobbiamo parlare di basi ordinate.
Perciò, quando diciamo che h $'g a*aoa g h  
è una base ordinata di V  , intendiamo

che fissiamo anche l’ordine in cui i vet-
tori h $(g aoa*a g h  sono elencati.

Definizione: Una base ordinatah $ g aba*a g h  di V  si dice positivamen-

te orientata se

iNj*lom h $'g a*aoa g h  p x u
e

negativamente orientata quando invece
ikj�l6m h $ g a*aba g h  2p y u .

Per quanto visto, ogni base ordina-
ta è o positivamente orientata oppure

negativamente orientata. Inoltre, se in
una base ordinata scambiamo due dei
suoi elementi, otteniamo una base di

orientamento opposto.

Consideriamo adesso due vettori { e| di V~} insieme al loro prodotto vetto-
riale.

Proposizione: { e | siano due vettori
linearmente indipendenti di V } . Allora
i vettori { g | g {P� | sono linearmente

indipendenti e formano una base ordi-
nata positivamente orientata.

Dimostrazione: Abbiamo già osservato
a pagina 27 che {�� | t[�u se e solo se,
come nella nostra ipotesi, { e | sono

linearmente indipendenti. Perciòikj�lom { g | g {
� | p [ m {
� | g {�� | p [[-� {�� | � � x u
come si vede applicando il lemma a pa-

gina 31 e la proposizione 30/1.

Tentiamo adesso di dare, almeno in-

tuitivamente, un’interpretazione geo-
metrica dell’orientamento di una ba-
se ordinata h $ g h � g h } di V } , limitando-

ci al caso che h $ si trovi sul lato posi-
tivo dell’asse � ed h } sul lato positivo
dell’asse � , mentre h � si trovi nel piano� g�� .

Consideriamo prima il caso che h � si
trovi sul lato positivo dell’asse � . In

questo caso h $ [ m�� g u g u p , h � [ m u gK��g u p
ed h } [ m u g u gK� p con

� g���g�� x u
e

iNj*lom h $ g h � g h } p [[�������
� u�uu � uu�u � ������

[ � �q� x u
Quindi in questo caso la base ordina-

ta h $(g h � g h } è positivamente ordinata.
Facciamo adesso ruotoare h � nel piano� g�� ponendoh � [ h � m�� p [ m �!�*�'� � g��H����� � g u p
per

u�� � y��'� un� . Allora per il deter-
minante abbiamo

ikj�l6m h $(g h � m�� p g h } p [[ ������
� �H�*�'� � uu �!����� � uu u � ������

[ � �q�	����� �
e vediamo che la base ordinatah $ g h � g h } rimane positivamente ori-
entata per

u y � y��b  u � ed è in-
vece negativamente orientata per�b  u � y � y¡�'� u � . Per

� [`u
oppure

� [ �b  u � il vettore h � è parallelo ad h $
e quindi non abbiamo più una base.

Questa considerazione, purché in-
completa, descrive comunque la situa-
zione nel caso di una base della forma{ g | g {Q� | che, come abbiamo visto, è
positivamente orien-
tata e che, mediante

una rotazione di V~} ,
può sempre essere
portata nella posizio-

ne appena descritta -
si imparerà nel corso

@BADC
@C

di Geometria che una rotazione lascia

invariante il determinante di una base.
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Forth e PostScript

Il Forth venne inventato all’inizio

degli anni ’60 da Charles Moore per

piccoli compiti industriali, ad esem-

pio il pilotaggio di un osservatorio

astronomico. È allo stesso tempo

un linguaggio semplicissimo e estre-

mamente estendibile - dipende solo

dalla pazienza del programmatore

quanto voglia accrescere la bibliote-

ca delle sue funzioni (o meglio ma-

croistruzioni). Viene usato nel con-

trollo automatico, nella programma-

zione di sistemi, nell’intelligenza ar-

tificiale. Un piccolo e ben funzionan-

te interprete è pfe.

Uno stretto parente e discendente

del Forth è il PostScript, un sofi-

sticato linguaggio per stampanti che

mediante un interprete (il più diffuso

è ghostscript) può essere utilizzato

anche come linguaggio di program-

mazione per altri scopi.

Forth e PostScript presentano al-

cune caratteristiche che li distinguo-

no da altri linguaggi di programma-

zione:

(1) Utilizzano la notazione polacca

inversa (RPN, reverse Polish notati-

on) come alcune calcolatrici tascabili

(della Hewlett Packard per esempio);

ciò significa che gli argomenti prece-

dono gli operatori. Invece di a+b si

scrive ad esempio a b + (in PostScript

a b add) e quindi (a+3)*5+1 diventa

a 3 add 5 mul 1 add. Ciò compor-

ta una notevole velocità di esecuzio-

ne perché i valori vengono semplice-

mente prelevati da uno stack e quin-

di, benché interpretati, Forth e Post-

Script sono linguaggi veloci con codi-

ce sorgente molto breve.

(2) Entrambi i linguaggi permetto-

no e favoriscono un uso estensivo di

macroistruzioni (abbreviazioni) che

nel PostScript possono essere addi-

rittura organizzate su più dizionari

(fornendo cosı̀ una via alla program-

mazione orientata agli oggetti in que-

sti linguaggi apparentemente quasi

primitivi). Tranne pochi simboli spe-

ciali quasi tutte le lettere possono far

parte dei nomi degli identificatori,

quindi se ad esempio anche in Post-

Script volessimo usare + e * al posto

di add e mul basta definire

/+ � add � def

/* � mul � def

(3) In pratica non esiste distinzio-

ne tra procedure e dati; tutti gli og-

getti sono definiti mediante abbre-

viazioni e la programmazione acqui-

sisce un carattere fortemente logico-

semantico.

Sul sito di Adobe (www.adobe.com/)

si trovano manuali e guide alla pro-

grammazione in PostScript.

Lo stack

Una pila (in inglese stack) è una
delle più elementari e più impor-
tanti strutture di dati. Uno stack è
una successione di dati in cui tutte
le inserzioni, cancellazioni ed ac-
cessi avvengono a una sola estre-
mità. Gli interpreti e compilato-

ri di tutti i linguaggi di program-
mazione utilizzano uno o più stack
per organizzare le chiamate anni-
date di funzioni; in questi casi lo
stack contiene soprattutto gli indi-
rizzi di ritorno, i valori di parame-
tri che dopo un ritorno devono es-
sere ripristinati, le variabili locali

di una funzione.
Descriviamo brevemente l’ese-

cuzione di un programma in Post-
Script (o Forth). Consideriamo an-
cora la sequenza

40 3 add 5 mul

Assumiamo che l’ultimo elemento

dello stack degli operandi sia x.
L’interprete incontra prima il nu-
mero 40 e lo mette sullo stack degli
operandi, poi legge 3 e pone anche
questo numero sullo stack (degli
operandi, quando non specificato
altrimenti). In questo momento il

contenuto dello stack è ... x 40

3. Successivamente l’interprete in-
contra l’operatore add che richie-
de due argomenti che l’interprete
preleva dallo stack; adesso viene
calcolata la somma 40+3=43 e po-
sta sullo stack i cui ultimi elemen-
ti sono cosı̀ x 43. L’interprete va

avanti e trova 5 e lo pone sullo
stack che contiene cosı̀ ... x 43

5. Poi trova di nuovo un operatore
(mul), preleva i due argomenti ne-
cessari dallo stack su cui ripone il
prodotto (43 � 5=215). Il contenuto
dello stack degli operandi adesso è

... x 215.
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Programmare in Forth

Qualche passo dal libro Stack compu-

ters di Philip Koopman:

“One of the characteristics of Forth

is its very high use of subroutine calls.

This promotes an unprecedented level

of modularity, with approximately 10

instructions per procedure being the

norm. Tied with this high degree of mo-

dularity is the interactive development

environment used by Forth compilers ...

This interactive development of mo-

dular programs is widely claimed by

experienced Forth programmers to re-

sult in a factor of 10 improvement

in programmer productivity, with im-

proved software quality and reduced

maintenance costs ... Forth programs

are usually quite small ...

Good programmers become exceptio-

nal when programming in Forth. Ex-

cellent programmers can become phe-

nomenal. Mediocre programmers ge-

nerate code that works, and bad pro-

grammers go back to programming in

other languages. Forth ... is different

enough from other programming lan-

guages that bad habits must be un-

learned ... Once these new skills are

acquired, though, it is a common ex-

perience to have Forth-based problem

solving skills involving modularization

and partitioning of programs actual-

ly improve a programmers effectiveness

in other languages as well.”

In ambiente Unix l’interattività tra-

dizionale in Forth può essere sostitui-

ta con un’ancora più comoda organiz-

zazione del programma su più files che

come programma script (cfr. pag. 22),

soprattutto se combinato con coman-

di Emacs, diventa a sua volta pratica-

mente interattivo.
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Usare ghostscript

Sotto Unix si può battere ghostscript oppure semplicemente
gs oppure meglio ad esempio gs -g400x300 per avere una fine-

stra di 400 x 300 pixel; sotto Windows cliccare sull’icona. Sotto
Unix dovrebbe apparire una finestra per la grafica mentre sulla
shell è attivo l’interprete che aspetta comandi. Proviamo prima

a impostare alcuni comandi a mano (battere invio alla fine di
ogni riga) facendo in modo che la finestra grafica rimanga visi-

bile mentre battiamo i comandi:

0.05 setlinewidth

33.3 33.3 scale
0 0 moveto 5 4 lineto stroke
/rosso � 1 0 0 setrgbcolor � def

rosso 5 4 moveto 8 2 lineto stroke

/nero � 0 0 0 setrgbcolor � def

nero 8 2 moveto 0 0 lineto stroke

/giallo � 1 1 0 setrgbcolor � def

giallo 7 5 moveto 4 5 3 0 360 arc fill

nero 7 5 moveto 4 5 3 0 360 arc stroke

rosso 6.5 5 moveto 4 5 2.5 0 360 arc fill

nero 6.5 5 moveto 4 5 2.5 0 360 arc stroke

/blu � 0 0 1 setrgbcolor � def

blu 6 5 moveto 4 5 2 0 360 fill

blu 6 5 moveto 4 5 2 0 360 arc fill

nero 6 5 moveto 4 5 2 0 360 arc stroke

giallo 5.5 5 moveto 4 5 1.5 0 360 arc fill

nero 5.5 5 moveto 4 5 1.5 0 360 arc stroke

/verde � 0 1 0 setrgbcolor � def

verde 4 5 moveto 8 6 lineto 7 7 lineto 4 5 lineto fill

nero 4 5 moveto 8 6 lineto 7 7 lineto 4 5 lineto stroke

quit

Per vedere una nuova pagina si usa showpage; que-
sto comando è anche necessario se il file è destinato alla
stampa.

Il comando run di PostScript

Invece di battere i comandi dalla tastiera li possiamo anche in-

serire in un file. Creiamo ad esempio una cartella /home/sis/ps

e in essa un file alfa in cui trascriviamo i comandi dell’articolo
precedente, tralasciando però il quit finale che serve solo per

uscire dall’interprete e che non ci permetterebbe di osservare
l’immagine.

A questo punto dopo aver aperto l’interprete possiamo batte-

re (alfa) run se ci troviamo nella stessa cartella del file, al-
trimenti dobbiamo indicare il nome completo del file, quindi
(/home/sis/alfa) run. Le parentesi tonde in PostScript ser-

vono per racchiudere una stringa e prendono quindi il posto
delle virgolette in molti altri linguaggi. Sotto Windows si può
usare ad esempio (c:/sis/alfa) run (con barre semplici) oppure

(c: ��� sis ��� alfa) run (con backslash raddoppiati).

Il comando run può essere utilizzato anche all’interno di un

file per chiedere l’esecuzione di altri files, tipicamente di qual-

che nostra raccolta di abbreviazioni.

Usare def

Le abbreviazioni vengono definite secondo la sintassi

/abbreviazione significato def

Se il significato è un operatore eseguibile bisogna racchiudere

le operazioni tra parentesi graffe come abbiamo fatto sopra per
i colori o a pagina 34 per add e mul, per impedire che vengano
eseguite già la prima volta che l’interprete le incontra, cioè nel

momento in cui legge l’abbreviazione.
Quando il significato invece non è eseguibile, non bisogna

mettere parentesi graffe, ad esempio

/e 2.71828182845904523536 def
/pi 3.14159265358979323846 def

Diagrammi di flusso per lo stack

Vogliamo scrivere una macroistruzione per la funzione �
definita da ���	��
����������������� . Per tale compito in Post-
Script (e in Forth) si possono usare diagrammi di flusso
per lo stack, simili ai diagrammi di flusso per altri lin-
guaggi visti a pagina 14, dove però adesso indichiamo

ogni volta gli elementi più a destra dello stack vicino ad
ogni istruzione. Utilizziamo due nuove istruzioni: dup,
che duplica l’ultimo elemento dello stack (vedremo sub-
ito perché), ed exch che scambia gli elementi più a de-
stra dello stack. Assumiamo inoltre di avere definito gli
operatori + e * invece di mul e add come a pagina 34.
All’inizio l’ultimo elemento dello stack è x.

dup

�
�����

dup ���������

* ����� �

3 �����������

* ���������

exch ���������

5 �������������

* ��������� �

+ �����!�"���

1 ������"�����"�

+ �����!�#���$�%�

La macroistruzione che corrisponde a questo diagram-

ma di flusso è

/f & dup dup * 3 * exch 5 * + 1 + ' def

Lo stack dei dizionari

Il PostScript permette una gestione a mano di variabili locali
mediante dizionari (dictionaries) che possono essere annidati

perché organizzati tramite un apposito stack. Con

4 dict begin /x 1 def /y 2 def /z 3 def /w (Rossi) def

...

end

viene creato un dizionario di almeno 4 voci (il cui numero vie-

ne comunque automaticamente aumentato se vengono definite

più voci). Tra begin e end tutte le abbreviazioni si riferiscono a

questo dizionario se in esso si trova una tale voce (altrimenti il

significato viene cercato nel prossimo dizionario sullo stack dei

dizionari); con end perdono la loro validità.
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Argomenti di una macro in PostScript

Consideriamo ancora la funzione �������	��
������������� .
La macroistruzione che abbiamo trovato a pagina 35,
benché breve, non è facilmente leggibile senza l’uso di un
diagramma di flusso. L’uso di variabili locali mediante lo
stack dei dizionari ci permette di ridefinire la funzione

in un formato più familiare:

/f � 1 dict begin /x exch def x x * 3 * x 5 * + 1 + end � def

Esaminiamo anche questa espressione mediante un dia-

gramma di flusso.

1 dict ��� diz

�

begin �

/x �������

exch �������

def

x �

x �����

* ��

3 �  ��


* 
�� 

x 
��  ���

5 
�����������

* 
��  �����

+ 
����� ���

1 
��!�� �����"�

+ 
��  �#���$�%�

L’istruzione 1 dict crea un dizionario che prima viene po-

sto sullo stack degli operandi; solo con il successivo begin

il dizionario viene tolto dallo stack degli operandi e posto
sullo stack dei dizionari. L’interprete adesso trova /x e
quindi in questo momento l’ultimo elemento dello stack
è /x, preceduto da x. Questi due elementi devono esse-
re messi nell’ordine giusto mediante un exch per poter
applicare il def che inserisce la nuova abbreviazione per
x nell’ultimo dizionario dello stack degli operandi (cioè

nel dizionario appena da noi creato) e toglie gli operan-
di dallo stack degli operandi. Ci si ricordi che end non
termina l’espressione tra parentesi graffe ma chiude il
begin, toglie cioè il dizionario dallo stack dei dizionari.

show e selectfont

Abbiamo già osservato a pagina 35 che il PostScript usa le pa-
rentesi tonde per raccogliere le stringhe. La visualizzazione

avviene mediante il comando show che però deve essere pre-
ceduto dall’indicazione del punto dove la stringa deve apparire
e del font. Il font viene definito come nel seguente esempio:

/times-20 & /Times-Roman 20 scala div selectfont ' def

dopo aver definito la scala ad esempio con /scala 33.3 def.
Adesso possiamo visualizzare una stringa:

times-20 1 8 moveto (Il cerchio si chiude) show

gsave 8 8 moveto (e) (d) (u) (i) (h) (c) ( ) (i) (s) ( )
(o) (i) (h) (c) (r) (e) (c) ( ) (l) (I) ( ) (*)
22 & show 360 23 div neg rotate ' repeat grestore

Il comando gsave viene utilizzato per salvare le impostazioni

grafiche prima di effettuare cambiamenti, ad esempio prima

di una rotazione, mentre grestore ripristina il vecchio stato

grafico – anche qui si usa uno stack!. a b div è i quoziente ( ) ,
a neg è * ( , mentre t rotate ruota il sistema di coordinate per+

gradi in senso antiorario. 10 & operazione ' repeat ripete

un’operazione 10 volte. Provare con ghostscript!

if e ifelse

Illustriamo l’uso di if e ifelse con due esempi.
a m resto calcola il resto di , modulo - anche per

-/.10 utilizzando la funzione mod del PostScript che
dà il resto corretto invece solo per -32�0 , n fatt è il
fattoriale di 4 .

/resto � 2 dict begin /m exch def /a exch def
m 0 lt � /a a neg def � if a m mod end � def

/fatt � 1 dict begin /n exch def
n 0 eq � 1 �5� n 1 - fatt n * � ifelse end � def

Per trasformare un numero in una stringa si può usare

/stringa-numerica � 20 string cvs � def

Esempi da provare:

2 6 moveto 117 40 resto stringa-numerica show

3 6 moveto 8 fatt stringa-numerica show

Cerchi con PostScript

/cerchio � 3 dict begin /r exch def /y exch def /x exch def

gsave newpath x y r 0 360 arc stroke grestore end � def

/cerchiopieno � 3 dict begin /r exch def /y exch def /x exch def

gsave newpath x y r 0 360 arc fill grestore end � def

/rosetta � 5 dict begin /f exch def /n exch def /y exch def

/x exch def /alfa 360 n div def gsave x y translate

n � f alfa rotate � repeat grestore end � def

Provare adesso (dopo le solite impostazioni):

verde 3 3 2.3 cerchiopieno nero 3 3 2.3 cerchio

3 3 7 � giallo 1.5 0 0.5 cerchiopieno

nero 1.5 0 0.5 cerchio � rosetta

rosso 3 3 0.8 cerchiopieno nero 3 3 0.8 cerchio

Per cancellare una pagina si usa erasepage.
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Coordinate polari nel piano

Sia �������	��
� un punto del piano reale.

�
�

� �� �����
�

�
�

��

Si vede che, se ������ �!�"�#� , allora

�$�&%('*)#+-,
.�&%(+�/102, (*)

dove %&�43 �65879
5 , mentre l’angolo ,
è univocamente determinato se chiedia-
mo �.:;,=<&>@? .

Nel caso �A�B� �C�"�D� la rappresentazio-
ne (*) rimane valida con %E�F� e qualsia-
si , , la biiettività della (*) viene quindi
meno nel punto ���G� �C�"�D� .

Scriviamo adesso H@I �KJ �L��'M)N+O,P�"+�/102,8�
come abbiamo già fatto nel disegno; al-
lora la relazione (*) può anche essere
scritta nella forma���Q%NH I �
Questo prodotto di % con HNI � può essere
interpretato come prodotto dello scala-
re reale % con il vettore H I � di R 5 ed è
allo stesso tempo il prodotto dei nume-
ri complessi % ed H I � come vedremo nel
prossimo numero.

Coordinate cilindriche nello spazio

Un punto �Q�S���	�T
U�"VW� dello spazio può
essere rappresentato nella forma

�$�&%('*)#+-,
.�&%(+�/102,VX�QV
come si vede dalla figura.

Y
Z

[

�

\
�

� ��
� � �]�

�
La rappresentazione è univoca per���	��
O�9��^� �!�_�#� , quindi per tutti i punti
che non si trovano sull’asse V .

Coordinate polari (o sferiche) nello spazio

Un punto `$aKb]c-dfeCd�gNh dello spazio tri-
dimensionale può anche essere rappre-
sentato come nella figura seguente:

i j

k

l \��
lm� �]�

�

� ��;n

Avendo oparqUs"tvu!w , si vede che

cxaAqUs"tvu!yzs"tvu!wezaAqUu�{}|~y2s"tvu!wg�aAqUu�{}|�w
con qp�������y����M�� � � �Aw�� � �
Questa rappresentazione è quella che
si usa nelle coordinate geografiche di

un punto della terra o della sfera ce-
leste:y$a longitudine, w�a latitudine.

Anche in questo caso la corrisponden-
za non è biiettiva, perché non solo per`�a�b��#dT�#d���h la rappresentazione è va-
lida per qGa4� e valori arbitrari di

y e w , ma anche per ogni altro pun-
to �a�b��#dT�#df��h dell’asse g bisogna porrew�a��v��� e quindi s_tvu!w�a�� e uf{}|~w�a��
se g;��� oppure w�a � �v� � e quindis"tvu!wGa�� e uf{}|Pw�a � � se g&��� , e
allora ogni y va bene. Quindi su tut-

ta l’asse g le coordinate polari non sono
univocamente determinate.

Spesso al posto di w si usa�z� ar�v� � � w
quindi s"tvuw�aru�{}| � d�uf{}|Pw�ars"tvu �

.

***

Molte funzioni della matematica e del-
la fisica presentano simmetrie. A una

funzione �ra��Ob�c-dfe!d�g@h definita su  8¡
(per semplicità, ma spesso bisognerà
studiare bene il più adatto dominio di

definizione) possiamo associare la fun-
zione ¢paA¢Wb�qMd�y	dTw£h definita da¢Wb�qMdfy	dTw6h � a�Ob�q6s"tvuCyps"tvu!w	d�q£uf{}|8yzs"tvu!w	dfqUu�{}|�w6h
che in caso di simmetrie può avere una
forma analitica molto più semplice del-

la � .�Ob]c-d�eCdfg@h¤aAc 5(¥ e 5(¥ g 5 ad esempio

diventa cosı̀ ¢Wb�qMd�y	d�w£h¦a§q 5 , una fun-

zione di una sola variabile notevolmen-

te più semplice. Altre volte una funzio-

ne dipende solo dalla direzione e quindi

non da q ; in questo caso ¢ è una funzio-

ne di sole due variabili e anche questa

è una semplificazione. Nello stesso mo-

do si usano le coordinate cilindriche e

le coordinate polari piane.

Rotazioni nel piano

Consideriamo l’applicazione � � da   5
in   5 che consiste nel ruotare un pun-
to ¨Sa©b]¨ � df¨ 5 h per l’angolo fissatoy in senso antiorario. È chiaro che� � b�ªW¨Nh�aQª� � b�¨Nh per ogni ª¬«�  e dal

disegno si vede che anche

� � b]¨ ¥¬ h¤ar� � b]¨#h ¥ � � b  h
per ¨Wd  «�  5 . Una rotazione è quindi

un’applicazione lineare.

® ¯
° ±²³

´

� µ
µ ¶x·

· �
Sia ¸ � d�¸ 5 la base canonica di   5 .
Allora ¨�a�¨ � ¸ � ¥ ¨ 5 ¸ 5 , perciò� � b]¨Nh	ar¨ � � � b¹¸ � h ¥ ¨ 5 � � b¹¸ 5 h . Ma

� � b�¸ � h£a»º s"tvu!yuf{}|�y½¼� � b�¸ 5 h£a º � u�{}|~ys"tvu!y ¼
– vettore magico di � � b¹¸ � h ! Quindi

� � b]¨Nh¤a�¨ � º s"tvuCyu�{}|8y ¼ ¥ ¨ 5 º � u�{}|~ys"tvuCy ¼ a
a º ¨ � s"tvuCy � ¨ 5 uf{}|~y¨ � u�{}|8y ¥ ¨ 5 s"tvu!y ¼

Se per una matrice¾ a¿º�ÀÂÁÃÂÄ ¼ «X  55
definiamo¾ ¨pa º À ¨ � ¥ Á ¨ 5Ã ¨ � ¥ Ä ¨ 5 ¼
vediamo che possiamo prendere¾ a º s_tvu!y � uf{}|8yu�{}|~y s_tvuCy ¼ .

Notiamo anche che le colonne di
¾

sono

proprio � � b¹¸ � h e � � b�¸ 5 h .
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Programmare in C

Un programma in C/C++ in genere viene scritto in più files, che conviene

raccogliere nella stessa directory. Avrà anche bisogno di files che fanno

parte dell’ambiente di programmazione o di una nostra raccolta di fun-

zioni esterna al progetto e che si trovano in altre directory. Tutto insieme

si chiama un progetto. I files del progetto devono essere compilati e col-

legati (linked) per ottenere un file eseguibile (detto spesso applicazione).

Il programma in C/C++ costituisce il codice sorgente (source code) di cui

la parte principale è contenuta in files che portano l’estensione .c, mentre

un’altra parte, soprattutto le dichiarazioni generali, è contenuta in files

che portano l’estensione .h (da header, intestazione).

Cos’è una dichiarazione? Il C può essere considerato come un linguag-

gio macchina universale, le cui operazioni hanno effetti diretti in memo-

ria, anche se la locazione effettiva degli indirizzi non è nota al program-

matore. Il compilatore deve quindi sapere quanto spazio deve riservare

alle variabili (e a questo serve la dichiarazione del tipo delle variabili)

e di quanti e di quale tipo sono gli argomenti e i risultati delle funzioni.

Ogni file sorgente (con estensione .c) viene compilato separatamente in un

file oggetto (con estensione .o), cioè un file in linguaggio macchina. Se il

file utilizza variabili e funzioni definite in altri files sorgente, bisogna che

il compilatore possa conoscere almeno le dichiarazioni di queste variabili

e funzioni, dichiarazioni che saranno contenute nei files .h che vengono

inclusi mediante # include nel file .c.

Dopo aver ottenuto i files oggetto (.o) corrispondenti ai singoli files sor-

genti (.c), essi devono essere collegati in un unico file eseguibile (a cui,

sotto Unix, automaticamente dal compilatore viene assegnato il diritto di

esecuzione) dal linker.

I comandi di compilazione (compreso il linkage finale) possono essere

battuti dalla shell, ma ciò deve avvenire ogni volta che il codice sorgente

è stato modificato e quindi consuma molto tempo e sarebbe difficile evita-

re errori. In compilatori commerciali, soprattutto su altri sistemi, queste

operazioni vengono spesso eseguite attraverso un’interfaccia grafica; sotto

Unix normalmente questi comandi vengono raccolti in un cosiddetto ma-

kefile, molto simile a uno script di shell, che viene poi eseguito mediante

il comando make. I nostri makefile saranno molto semplici, mentre i

makefile di programmi che devono girare su computer in ambienti e con-

figurazioni diversi sono in genere più complessi, perché devono prevedere

un adattamento a quegli ambienti e quelle configurazioni.

Il programma minimo

// alfa.c

# include � stdio.h �
int main();

////////////////////
int main()�
printf(“Ciao! � n”); �

La prima riga è un commen-
to e contiene il nome del file;
è un’abitudine utile soprattutto
quando il file viene stampato. Una
riga di commenti suddivide ottica-
mente il file.�

stdio.h � è il file che contiene

le dichiarazioni per molte funzioni
di input/output, compresa la fun-
zione printf che qui viene utiliz-
zata.

int main() appare due volte; la
prima volta si tratta della dichia-

razione della funzione main, la se-
conda volta segue la sua definizio-

ne (che nel caso di funzioni corri-
sponde alla programmazione vera

e propria), racchiusa tra parentesi
graffe. Si noti che la dichiarazio-
ne termina invece con un punto e
virgola. In entrambi i casi il nome
della funzione è preceduto dal tipo
del risultato (qui int).�������

nella funzione di output

printf è il carattere di nuova ri-
ga. Si vede che stringhe sono rac-
chiuse tra virgolette, i caratteri tra
apostrofi.
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I header generali

# include � assert.h �
# include � ctype.h �
# include � errno.h �
# include � fcntl.h �
# include � limits.h �
# include � locale.h �
# include � math.h �
# include � setjmp.h �
# include � signal.h �
# include � stdarg.h �
# include � stddef.h �
# include � stdio.h �
# include � stdlib.h �
# include � string.h �
# include � unistd.h �
# include � sys/ioctl.h �
# include � sys/param.h �
# include � sys/stat.h �
# include � sys/times.h �
# include � sys/types.h �
# include � sys/utsname.h �
# include � sys/wait.h �
# include � termio.h �
# include � time.h �
# include � ulimit.h �
# include � unistd.h �
# include � X11/cursorfont.h �
# include � X11/keysym.h �
# include � X11/Xatom.h �
# include � X11/Xlib.h �
# include � X11/Xos.h �
# include � X11/Xresource.h �
# include � X11/Xutil.h �

In genere solo pochi di questi hea-

der sono necessari; ad esempio i hea-

der per le funzioni grafiche ( � X11/* � )

sono superflui in programmi che non

usano X Window.
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Il preprocessore

Quando un file sorgente viene com-

pilato, prima del compilatore vero
e proprio entra in azione il prepro-

cessore. Questo non crea un codice
in linguaggio macchina, ma prepa-

ra una versione modificata del codice
sorgente secondo direttive (prepro-

cessor commands) date dal program-
matore che successivamente verrà
elaborata dal compilatore (in linea

di principio almeno, perché in alcu-
ne implementazioni le due operazio-
ni sono combinate in un unico pas-
saggio).

Le direttive del preprocessore per
noi più importanti sono # include e
# define (lo spazio dopo # può anche
mancare).

Se in un file sorgente si trova
l’istruzione # include “alfa.h”, ciò
significa che nella sorgente seconda-
ria che il preprocessore prepara per

il compilatore il file alfa.h verrà co-
piato esattamente in quella posizio-
ne come se fosse stato scritto nella
versione originale. Per il nome del

file valgono le regole solite, cioè un
nome che inizia con / è un nome asso-
luto, altrimenti il nome è relativo al-
la directory in cui si trova il file sor-
gente.

Il secondo formato, ad esempio
# include � stdio.h � , riconoscibi-
le dalle parentesi angolate, viene
usato per quei header che il si-

stema cerca in determinate direc-
tory (a quelle di default possono
essere aggiunte altre). In que-
sto caso, soprattutto in sistemi non

Unix, il nome formale del hea-
der può anche non corrispondere a
un file dello stesso nome. Sotto
Linux questi files si trovano spesso

in /usr/include, /usr/include/sys e

/usr/X11R6/include/X11.

Le direttive # define vengono uti-
lizzate per definire abbreviazioni.
Queste abbreviazioni possono conte-
nere parametri variabili e simulare

funzioni; in tal caso si parla di ma-

croistruzioni o semplicemente di ma-

cro. Le più semplici sono del tipo

# define base 40

# define nome “Giovanni Rossi”
# define stampa printf(
# define pc )

Il nome dell’abbreviazione consiste
dei caratteri [ A-Za-z0-9], rappre-
sentati qui in una forma facilmen-

te comprensibile presa in prestito
dal Perl e non può iniziare con una
cifra. Bisogna distinguere tra mi-
nuscole e maiuscole. Dopo il no-

me segue uno spazio (oppure una
parentesi che inizia l’elenco dei pa-
rametri), e il resto della riga è
l’espressione che verrà sostituita al

nome dell’abbreviazione. Si noti che
non appare il segno di uguaglianza.
Come nel testo sorgente, una riga
che termina con � (a cui non deve se-
guire un carattere di spazio vuoto)

viene, prima ancora dell’intervento
del preprocessore, unita alla riga se-
guente.

Le abbreviazioni nelle due ultime

righe possono essere usate per scri-
vere stampa “Ciao. � n” pc invece di

printf(“Ciao. � n”);. È solo un esempio
da non imitare naturalmente.

In C++ le direttive # define

semplici vengono usate raramente,

perché si possono usare variabili co-

stanti. Sono invece piuttosto fre-

quenti e tipiche nel C.

printf

Abbiamo già usato il printf a pagina 38; lo vediamo anche a destra
nell’output del fattoriale:

for (n=0;n � =20;n++) printf(“%2d! = %-12.0f � n”, n,fattoriale(n));

Il primo parametro di printf è sempre una stringa. Questa può contenere

delle istruzioni di formato (dette anche specifiche di conversione) che iniziano
con � e indicano il posto e il formato per la visualizzazione degli argomenti
aggiuntivi. In questo esempio ���
	 tiene il posto per il valore della variabile� che verrà visualizzata come intero di due cifre, mentre ��������
� indica una
variabile di tipo double di al massimo 12 caratteri totali (compreso il punto

decimale quindi), di cui 0 cifre dopo il punto decimale (che perciò non viene
mostrato), allineati a sinistra a causa del � (l’allineamento di default avviene
a destra). I formati più usati sono:

%d intero %f double
%ld intero lungo %ud intero senza segno
%c carattere %s stringa

%% carattere %

I commenti

Normalmente i commenti vengono eli-

minati prima ancora che entri in atti-

vità il preprocessore. Il commento clas-

sico del C consiste di una parte del file

sorgente compresa tra /* e */ (non conte-

nuti in una stringa), che può estendersi

su più righe. Esempio:

int n; /* Questo è un commento
su due righe */ n=7;

Molti compilatori C, anche il gcc della

GNU, accettano anche i commenti nello

stile C++, che spesso sono più comodi e

più facilmente distinguibili. In questo

formato se una riga contiene (sempre al

di fuori di una stringa) //, allora tutto

il resto della riga è considerato un com-

mento, compresa la successione //, che

viene quindi usata nello stesso modo co-

me # negli shell script o ad esempio in

Perl oppure ; in Elisp (il linguaggio di

programmazione che si usa per Emacs)

e in molti linguaggi assembler.

Calcoliamo il fattoriale

Normalmente nel file alfa.c scriveremo

solo la funzione main ed eventualmente

poche altre funzioni di impostazione ge-

nerale. Creiamo quindi un file apposito

per gli esperimenti matematici e comin-

ciamo con un programma per il prodotto

fattoriale.

// matematica.c
# include “alfa.h”

double fattoriale (int n)�
double f; int k;

for (f=1,k=1;k � =n;k++) f*=k; return f; �
Per chiamare questa funzione modifi-

chiamo il file alfa.c nel modo seguente:

// alfa.c
# include “alfa.h”

int main();
/////////////////

int main()�
int n;

for (n=0;n � =20;n++)

printf(“%2d! = %-12.0f � n”,n,fattoriale(n));
exit(0); �

Il header standard � stdio.h � passa

adesso nel nostro header di progetto al-

fa.h che contiene anche la dichiarazione

della funzione fattoriale:

// alfa.h

# include � stdio.h �
///////////////
// matematica.c

double fattoriale(int);

Rimane da modificare la riga bersaglio

(target) nel Makefile (pagina 40):

make: alfa.o matematica.o
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Comandi di compilazione

A questo punto il nostro progetto consiste di due files sorgente (alfa.c e matematica.c).

Potremmo adesso effettuare la compilazione battendo dalla shell i seguenti comandi, do-
po aver creato una cartella Oggetti che conterrà i files oggetto affinché non affollino la

directory del progetto:

gcc -o Oggetti/alfa.o -c alfa.c

gcc -o Oggetti/matematica.o -c matematica.c
gcc -o alfa Oggetti/*.o -lm -lc

La prima riga compila la sorgente alfa.c creando un file alfa.o nella directory Oggetti, e

lo stesso vale per la riga successiva. L’ultima riga effettua il link, connette cioè i files .o e

crea il programma eseguibile alfa, utilizzando la libreria matematica (di cui in verità in

questo programma finora non abbiamo avuto bisogno) e la libreria del C.

Il makefile

Per non dover battere ogni volta i comandi di compilazione dalla tastiera, li scrivia-
mo in un file apposito, un cosiddetto makefile che verrà poi utilizzato come descritto

in seguito su questa pagina.

# Makefile

librerie = -L/usr/X11R6/lib -lX11 -lm -lc

VPATH=Oggetti

progetto: alfa.o matematica.o

TAB gcc -o alfa Oggetti/*.o $(librerie)

%.o: %.c alfa.h

TAB gcc -o Oggetti/$*.o -c $*.c

Lo stesso makefile si può usare per il C++, sostituendo gcc con g++. Se non si usa
la libreria grafica, la parte

-L/usr/X11R6/lib -lX11

può essere tralasciata; in questo caso rimarrebbero quindi soltanto la libreria ma-
tematica e la libreria del C:

librerie = -lm -lc

Talvolta bisogna aggiungere altre librerie, ad esempio -lcrypt per la crittografia.

TAB denota il tasto tabulatore; non può qui essere sostituito da spazi. Non di-

menticare di creare la directory Oggetti.

Il comando make

Il comando make senza argomenti effettua la verifica del primo blocco elementare

del file Makefile (oppure, se esiste, del file makefile) nella directory in cui viene
invocato.

Con make a si può invece ottenere direttamente la verifica del controllo a.

Esaminiamo il nostro makefile. La prima riga inizia con # ed è un commento. La
riga che segue è un’abbreviazione; più avanti, invece di $(librerie) potremmo anche

scrivere esplicitamente

TAB gcc -o alfa Oggetti/*.o -L/usr/X11R6/lib -lX11 -lm -lc

Si noti che qui, in modo simile a come avviene negli shell script, una variabile de-

finita come x viene poi chiamata come $(x); in verità ci sono alcune variazioni, ma
per i nostri scopi il formato proposto è sufficiente (anche per programmi piuttosto

grandi).
-L/usr/X11R6/lib significa che le librerie vengono cercate, oltre che nelle altre

directory standard (soprattutto /usr/lib) anche nella directory /usr/X11R6/lib.

Da ogni file sorgente .c viene creato un file oggetto .o come segue dal secondo
blocco elementare

%.o: %.c alfa.h
TAB gcc -o Oggetti/$*.o -c $*.c

in cui abbiamo usato le GNU pattern conventions. Con VPATH=Oggetti indichiamo
al compilatore (o meglio al programma make) questa locazione.

Normalmente i comandi vengono ripetuti sullo schermo durante l’esecuzione e

ciò è utile per controllare l’esecuzione del make; premettendo un @ a una riga di co-
mando, questo non appare sullo schermo. Si può anche mettere .SILENT: all’inizio

del file.

Righe vuote vengono ignorate, ma è meglio separare i blocchi mediante righe

vuote. Un � alla fine di una riga fa in modo che la riga successiva venga aggiunta

alla prima.

Come funziona make

La parte importante di un makefile (a cui si ag-

giungono regole piuttosto complicate per le ab-
breviazioni) sono i blocchi elementari, ognuno
della forma

a: b c ...
TAB �
TAB �
...

in cui a, b, c, ... sono nomi qualsiasi (imma-

ginare che siano nomi di files, anche se non è
necessario che lo siano) e � , � , ... comandi della
shell con alcune regole speciali per il trattamen-

to delle abbreviazioni. a si chiama il controllo

primario o bersaglio (target) del blocco, b, c, ... i
prerequisiti. Un prerequisito si chiama control-

lo secondario se è a sua volta controllo primario
di un altro blocco. I prerequisiti possono anche
mancare.

Verificare il bersaglio a comprende adesso ri-

corsivamente le seguenti operazioni:

(1) Vengono verificati tutti i controlli seconda-
ri del blocco che inizia con a.

(2) Dopo la verifica dei controlli secondari

vengono eseguiti i comandi � , � , ... del
blocco salvo nel caso che il controllo sia
già stato verificato oppure sia soddisfatta

la seguente condizione:

� è il nome di un file esistente (nella stessa

directory e nel momento in cui viene effet-

tuata la verifica) e anche i prerequisiti � ,� , ... sono nomi di files esistenti nessuno

dei quali è più recente (tenendo conto del-

la data dell’ultima modifica) del controllo

primario.

Può essere che un file venga creato mediante i
comandi (come avviene ad esempio nella com-
pilazione); l’esistenza viene però controllata nel

momento della verifica.
Per capire il funzionamento di make creiamo

un file Makefile cosı̀ composto:

# Prove per capire il makefile
.SILENT:

primobersaglio : a b c
TAB echo io primobersaglio

a:

TAB echo io a

b: d e

TAB echo io b

c: e f

TAB echo io c

d:

TAB echo io d

e:
TAB echo io e

f:
TAB echo io f

All’inizio assumiamo che nessuno dei controlli

corrisponda a un file esistente nella directory.

Dare dalla shell il comando make e vedere cosa

succede. Creare poi files con alcuni dei nomi

a, b, ... con touch oppure eliminare alcuni dei

files già creati, ogni volta invocando il make.

Variare l’esperimento modificando il makefile.
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for

Il for nel C (cfr. pagina 21 per il Perl) ha
la seguente forma:

for( � ;A; � ) � ;

equivalente a

� ;
ciclo: if (A) ��� ; � ; goto ciclo; �

� e � sono successioni di istruzioni sepa-
rate da virgole; l’ordine in cui le istruzioni
in ogni successione vengono eseguite non
è prevedibile. 	 è un’istruzione o un bloc-
co di istruzioni (cioè una successione di
istruzioni separate da punti e virgola rac-

chiusa tra parentesi graffe). Ciascuno di
questi campi può anche essere vuoto.

Da un for si esce con break, mentre con-

tinue fa in modo che si torni ad eseguire
il prossimo passaggio del ciclo, dopo ese-
cuzione di � . Quindi

for (;A; � ) ����
 ; if (B) break; �� ; �
è equivalente a

ciclo: if (A)
����
 ; if (B) goto fuori; �� ; � ; goto ciclo; �

fuori:

mentre

for (;; � ) ��� 
 ; if (B) continue; � � ; �
è equivalente a

ciclo: � 
 ; if (!B) � � ; � ; goto ciclo;

Analizzare bene il significato di questa ri-

ga. Il punto esclamativo in C denota la
negazione.

Operatori logici

In C la definizione di vero e falso è più sem-
plice che in Perl: ogni espressione booleana
viene convertita in un numero, solo il nume-

ro 0 è falso, ogni numero diverso da zero è
vero.

Per la congiunzione logica (AND) in C,
come nel Perl (rileggere pagina 21 per

l’antisimmetria di questi operatori), viene
usato l’operatore ��� , per la disgiunzione
(OR) l’operatore ��� .

La ragione perché i simboli scelti sono

doppi è che quando il C fu inventato le me-
morie erano piccole e costose ed erano an-
cora molto usati gli operatori logici bit per

bit (ad esempio per flags) per i quali venne-

ro previsti i simboli � e � che esistono ancora
oggi ma sono usati solo raramente. Ad es-
empio ������������������� � e ��!��"�#����������� � e se ef-
fettuiamo un AND bit per bit vediamo che
25&13 è uguale a �#����������� �$�&% (anche in

Perl). Spiegare da soli perché 25 � 13 = 29.

Abbiamo già visto che il punto esclamati-

vo viene usato per la negazione logica. Se'
è un’espressione vera (cioe diversa da 0),

allora ( ' è falso, cioè 0, e viceversa. In altre

parole ( ' è equivalente a
'�)�)*

.

I numeri complessi

Un numero complesso è un punto+ �,�.-0/ 12� del piano reale. Secon-
do questa definizione, i numeri com-
plessi non sono nuovi come ogget-

ti. Definiamo però adesso due ope-

razioni, addizione e moltiplicazione,
per i numeri complessi.

Siano + �3�4-0/�1�� e 56�3�478/:9�� . Allora

5<; +>= �?�#7@;A-0/�9<;B1��
5 +C= �?�#7->DB9E18/�7F1G;H9E-I�

L’addizione è l’addizione vettoriale

nel piano, la moltiplicazione è in-
vece motivata nel modo seguente.
L’equazione - � �JDG� non ha solu-
zioni reali (perché -LKNM implica
- �PO � e �Q;R- �SO �UTV� ). È possi-

bile aggiungere ai numeri reali altri
numeri, numeri immaginari, tra cui
un numero W ( W appunto perché im-
maginario) che soddisfa l’equazione

W � �VDG� ? Naturalmente si vorrebbe
che le usuali leggi aritmetiche siano
conservate anche con i nuovi nume-
ri. Con la nostra definizione tutto

funziona bene:
Chiamiamo il punto �#��/���� del pia-

no W , poniamo cioè W = �$�4��/���� , e iden-
tifichiamo il numero reale 7 con il

numero complesso �47X/E�� - ciò signifi-
ca geometricamente che consideria-
mo la retta reale come sottoinsieme
del piano nel solito modo, identifi-
candola con l’asse delle - .

Siano 7X/�9Y/:-0/ 1ZK[M . Allora:

(1) �478/:��<\�.-0/ 12�]�^�47F-0/:712� , dove a si-
nistra il prodotto è il nuovo prodotto

per i numeri complessi. Infatti, se-
condo la nostra definizione,

�47X/_��`\��.-0/�12�<�
�3�47-[DP�a\�18/E�a\�-b;H7F1��c�
�3�47-0/E712�

Ciò significa che �#7X/:��_�.-0/:1�� è uguale
a 7G\d�4-0/�1�� , cioè al prodotto dello sca-
lare reale 7 con il vettore �4-0/�12� del
piano.

(2) W � �?DG� .

Infatti

W � �$�#��/����`\��4��/����c�
�$�#�a\��aDe�f\���/��f\��6;A�G\����<�
�$��DG��/:��<�3DG�

(3) Più in generale abbiamo

�47X/E9��<�$�#7X/:��0;g�#��/:9��
�h7a;A9Y�4��/����<�h7a;H9EW

e quindi anche �.-0/�1��<�i-j;A1FW , e

�47G;H9EWk�E�.-�;B1FWk�c�
�i7-b;A7F1FWI;A9E-XW8;A9E1�W � �
�i7->DS9E1G;g�47F1l;A9E-I�mW

Osserviamo bene quest’ultima for-

mula. Il risultato è in accordo con
la nostra definizione per la moltipli-
cazione per numeri complessi, ma è
stato raggiunto eseguendo il calco-
lo secondo le regole algebriche usua-

li, a cui abbiamo aggiunto la nuova
legge W � �$DG� .
(4) E infatti per le operazioni ; e
D definite all’inizio valgono le stes-
se leggi algebriche come per i nu-
meri reali, perché, come si verifi-

ca adesso facilmente, l’insieme dei
numeri complessi con queste ope-
razioni è un anello commutativo in
cui il numero reale �n�o����/:�� è

l’elemento neutro per la moltiplica-
zione. Quest’ultima affermazione
segue dal punto (1). Vedremo (a
pagina 42) che i numeri comples-

si formano in verità un campo, cioè
che ogni numero complesso diverso
da zero possiede un inverso per la
moltiplicazione.

Il campo dei numeri complessi

viene denotato con p . In pratica

pi�qM � , però con le nuove operazio-

ni. Abbiamo già visto che �478/E9��U�
7r;s9EW , e siccome 9EW0�iWm9 , si può anche

scrivere �#7X/E9��<�h7a;BW#9 .

La formula di Euler

Abbiamo introdotto già a pagina 37

la notazione

tYuwvS= �$�.x�y�z8{c/�z:|�}f{`�
per {~KqM . Adesso la possiamo ri-

scrivere nella forma

t uwv �ix�y�z8{[;AWz�|�}f{
(formula di Euler). Questa nota-
zione, per il momento puramente
simbolica, non è solo molto como-
da, come vedremo adesso, ma anche
estremamente importante nella teo-

ria.
Dal teorema di addizione per le

funzioni trigonometriche si deduce
immediatamente che

t uk��vI���X� � t u�v \ t u��

per {c/��3KAM (esercizio 65). Si vede
che nel campo complesso il teorema
di addizione assume una forma mol-
to più semplice.

Per + �g-Q;�W#1 possiamo anche più
in generale definire

t��C= � tY�2t�u.�

Si dimostra (esercizio 72) chetY���<� � tY� \ tY� per ogni + / ��K~p .

Ciò significa che la funzione espo-
nenziale è un omomorfismo

�4p</�;G�]D8���.pr/F\ � .
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Il campo dei numeri complessi

Abbiamo visto a pagina 37 che ogni

punto �������	��
� di ��� può essere
scritto nella forma����������������������� �!���
dove �#"%$ è univocamente determi-
nato ed �'&(� . Abbiamo anche visto

che �)�+* ��*��+, � �.- 
 � .
Se �(/�0$ , anche � è univocamente

determinato se chiediamo $213�54687
oppure, come il matematico pre-

ferisce dire, univocamente determi-
nato modulo

687
.

Con la formula di Euler possiamo
quindi scrivere ogni numero com-
plesso � nella forma���9��:<;>=
anch’essa già anticipata a pagina
37, con � ed � come sopra.

Sia adesso anche ?@&A� . Allora: ;>B �)�9��: ;DC =FEGBIH
come segue dal teorema di addizio-
ne visto a pagina 41. Il prodotto :8;JBF�
ha quindi la stessa lunghezza di �
ed un angolo aumentato di ? rispet-
to a � . Ciò significa che la moltipli-
cazione con : ;>B è la stessa cosa come

una rotazione per l’angolo ? in senso
antiorario.

Prendiamo adesso un numero
complesso K arbitrario. Lo possiamo

rappresentare nella forma KL�NM�: ;JB
con MO"P$ . Per il prodotto KQ� ottenia-
mo evidentemente KQ�R�3M���:S;TC =FE�BH e
quindi vediamo che la moltiplicazio-
ne con un numero complesso consi-

ste sempre di una rotazione combi-
nata con un allungamento (o accor-
ciamento se * KU*V4XW ).

Anche nel seguito siano sempre

�	�Y
Z&[� . Sia �\�]� -�^ 
 . Allo-

ra �P_ �`�Ra ^ 
 si chiama il numero
complesso coniugato a � . Geometri-
camente � si ottiene mediante rifles-
sione di � rispetto all’asse reale. È

chiaro che �)�9� .
Lemma 1: Sia �)�%� -'^ 
 . Allora� �)�9� � - 
 � ��* ��* � .
Dimostrazione: Esercizio 67.

Osservazione 1: Ogni numero
complesso �b/�X$ possiede un inverso
rispetto alla moltiplicazione, infatti

�dc �� � � � �� � ��W
per cui possiamo porreW� � �� �
o, equivalentemente,W� -e^ 
 � �fa ^ 
� � - 
 ���gh� - �Qc � è quindi un campo. Come
in ogni campo anche in g l’inverso è
univocamente determinato.

Definizione: �#�%� -i^ 
 (con �	��
A&A�
come sempre) sia un numero comp-
lesso. Definiamo allora

Re �i_ �9�
Im �i_ �9


Re � si chiama la parte reale di � ,
Im � la parte immaginaria.

Osservazione 2: � sia un numero
complesso. Allora* Re ��*V1�* ��* e * Im ��*j1�* ��* .
Dimostrazione: Infatti* Re ��*8��* ��*S�lk � � 1nm � �.- 
 � �+* ��* .

Nello stesso modo per Im � .
La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Teorema: Siano oXprqTots<u�v8v8v8uwoGxzy
e {|pNqT{ s uSv8v8v�u}{ x y due punti di ~ x

.
Allora�

qTo�u}{�y
�I�3�

o
�>�
{

�
Dimostrazione: Possiamo ricon-
durre questa fondamentale disu-
guaglianza al caso ��p�� . Infatti

i due vettori stanno su un piano e
il prodotto scalare si esprime me-
diante l’angolo � che essi formano
in questo piano (pagina 11):

qTo�uw{zy!p
�
o

�J�
{

���8���
�

e siccome

���8���
�

�F�5�
abbiamo�

qTo�u}{�y
�
p

�
o

�>�
{

�J�w�8���
�

�F�3�
o

�J�
{

�

Lemma 2: Siano �+p�qT�FsSuQ� � y in~ � e �RpNqT� s u}� � y!pNqw�)� � u}� s y . Allo-
ra per ogni �3��~ � vale�

qT�	u}�iy
� ��� �

qT��uw�fy
� � p

�
�

� � �
�

� �
Dimostrazione: Utilizziamo la fi-
gura a pagina 31. Abbiamo�

qT�	uQ�fy
�
p

�
�

�>�
�

�J�Q�S���
�

�
�
qT��uw�fy

�
p

�
�

�J�
�

�>�w�S���z���
pp

�
�

�J�
�

�>�w�}�J�
�

�
pp

�
�

�>�
�

�J�Q�}�J�
�

�
per cui�

qT�	u}�fy
� ��� �

qT�Gu}�iy
� � pp

�
�

� � �
�

� � q
�S��� � � � �}�J� � �.y�pp

�
�

� � �
�

� �

La disuguaglianza triangolare

Proposizione: Siano o�p�qTots8u8vSv8v�u}oGx�y e{|pNqT{ s uSv8v8v8uQ{ x y due punti di ~ x
. Allora�

o � {
���3�

o
� � �

{
�

Dimostrazione: Ciò è una facile conse-
guenza della formula�

o � {
� � p

�
o

� ��� �
{

� �!� �FqTo�uw{zy
(pagina 11, sostituendo { con �){ , cfr.
esercizio 12) e della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz:�

o � {
� � p

�
o

� � � �
{

� � � �FqTo�uw{zy
�� �

o
� � � �

{
� � � �

�
o

�J�
{

�
pp q

�
o

� � �
{

�
y �

per cui anche�
o � {

���3�
o

� � �
{

�

La formula di de Moivre

Sia �0p��V� ;>= �\� . Per �N 
�

allora, se-
condo le formule viste precedentemente,
abbiamo

� x p�� x � ; x =
Abraham de Moivre (1667-1754) era un
matematico francese emigrato giovane in
Inghilterra. Ha scritto un famoso tratta-

to sul calcolo delle probabilità (Doctrines

of chances, 1718).
Leonhard Euler (1707-1783), svizzero,

è stato uno dei più prolifici matematici di
tutti i tempi. Ha lavorato su quasi tutti i
campi della matematica pura e applicata
del suo tempo.

Linux Day al dipartimento di Matematica

Sabato 1 dicembre 2001 nell’aula magna del di-
partimento di Matematica con inizio alle ore 9.30.

La giornata sarà organizzata in due momen-
ti. La mattinata sarà dedicata alla presentazio-
ne del sistema GNU/Linux e del software libero

con interventi di imprenditori locali, rappresen-
tanti della amministrazione locale e della scuo-

la/università. Seguirà un dibattito sui temi della
manifestazione.

La seconda parte della giornata, nel pomerig-
gio, sarà dedicata a tutti coloro che vogliono avvi-

cinarsi al mondo GNU/Linux. Sarà possibile re-
carsi alla manifestazione con il proprio PC ed es-
sere seguiti nell’installazione del sistema opera-

tivo da volontari del flug. Alcuni soci saranno a
disposizione per rispondere alle domande dei par-

tecipanti e per aiutarli nella risoluzione dei pro-
blemi di installazione/configurazione del sistema,

oppure semplicemente per fare due chiacchiere e
scambiarsi opinioni.

Il programma dettagliato delle attività e de-

gli interventi sarà disponibile sul sito Internet

(www.ferrara.linux.it/) del Ferrara Linux Users

Group nei prossimi giorni.
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Vettori e puntatori

Un vettore è un indirizzo fisso insieme a un tipo, un puntatore è un

indirizzo variabile insieme a un tipo.

La grandezza (size) di un vettore deve essere indicata all’atto della di-

chiarazione (tranne nel caso che il vettore sia argomento di una funzione)

in modo diretto (ad esempio con ����������������� per dichiarare un vettore

con spazio per 10 interi) o indiretto (ad esempio con ��������� ��!"�$#%�&#('$#*)+#*,��
per dichiarare un vettore con spazio per 5 interi i cui componenti inizia-

li siano 0,...4). Successivamente si possono modificare i valori di questi

componenti, ad esempio con ���-).��!"/+� , però soltanto all’interno dello spa-

zio previsto, quindi in questo caso solo ���-���+#�0"0"0�#1�+� ,"� , ma non ���*23� .
Vettori possono essere anche a più dimensioni, ad esempio �������+�-)��4� ,���� .

Puntatori vengono usati in due modi. Da un lato possono essere uti-

lizzati come indirizzi variabili per muoversi all’interno della memoria.

Dall’altro vengono usati in modo simile ai vettori per destinare delle aree

di memoria in cui conservare dei dati. In tal caso bisogna riservare

quest’area di memoria con una delle istruzioni di allocazione di memo-

ria che impareremo più avanti oppure con l’assegnazione diretta di una

stringa. Per distinguere puntatori da vettori useremo iniziali maiuscole

per i puntatori e in genere minuscole per i vettori; è solo un’abitudine che

proponiamo, non è necessario.

Se 5 è un puntatore a un intero, 635 è l’intero che risiede all’indirizzo 5 .
Per questa ragione un puntatore a un intero viene dichiarato in questo

modo: ���"�7635�� . I puntatori sono variabili come le altre, e quindi pos-

sono essere modificati. Ad esempio con ��������� �"!8�&#9)+#*:+#9/+#�6�5��15�!���;�'<� si

definiscono un vettore � di interi e un puntatore 5 a interi che succes-

sivamente punta a ���*'.� , cioè in questo caso a 8 (gli indici iniziano con

0). Non sono invece permesse le istruzioni ��!��.;�'$� oppure ��!�5�� . A parte

questo, molte operazioni sono uguali per puntatori e vettori. Ad esempio

dopo ������635�#(�����������=5�!"�$� le istruzioni �+� ,"��!"/$� e 54� ,���!"/+� sono equiva-

lenti. Un significato analogo ha 635 se 5 è un puntatore a elementi di un

altro tipo.

Se > è una variabile di tipo t, ?�> è il puntatore a > (naturalmente dello

stesso tipo t). Perciò 6�?�> è il valore di > ; ad esempio dopo la dichiarazione

�����@�A� le istruzioni �B!"/+� e 6�?��B!"/+� hanno lo stesso effetto.

Stringhe e caratteri

Una stringa in C è una successio-
ne di caratteri terminata dal ca-
rattere con codice ASCII 0. Carat-
teri vanno racchiusi tra apostrofi,
stringhe tra virgolette.

L’istruzione char *X=“Alberto”;

è permessa; viene cercato prima
uno spazio di 8 byte adiacenti che
viene riempito con i caratteri ’A’,

’l’, ..., ’o’, 0, dopodiché X diven-
ta l’indirizzo del primo byte del-
la stringa. Lo spazio riservato

per X è di esattamente 8 byte;
quindi è possibile trasformare la
stringa in “Roberto” mediante le
istruzioni X[0]=’R’; X[1]=’o’;, men-
tre X[20]=’t’; in genere causerà un
errore perché si scrive su uno spa-
zio non più riservato.

Per inizializzare una stringa si
possono anche usare vettori: char

a[]=“Alberto”; (ancora 8 byte) op-
pure char a[200]=“Alberto”;. In
quest’ultimo caso nell’indirizzo a

sono riservati 200 byte; a[7] è occu-
pato dal carattere 0 e designa per
il momento la fine della stringa,
ma successivamente si può scrive-
re in tutti i 200 byte riservati.

Alcuni caratteri speciali: ’ C n’ è il
carattere di nuova riga, ’ C t’ il ta-

bulatore, ’ C�C ’ il backslash, ’ C ”’ una
virgoletta semplice, ’ C ” un apostro-
fo, ’ C 0’ il carattere ASCII 0; “ C ”” è
una stringa il cui unico carattere è
una virgoletta. Il codice ASCII del-
lo spazio è 32, quello del carattere
escape 27.
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Aritmetica dei puntatori

Puntatori variabili vengono spesso
usati in cicli, per esempio

for(X=a;X-a E 4;X++) printf(“%d ”,*X);

Se X è un puntatore (o vettore) di ti-
po t e F un’espressione di tipo intero
(anche lungo), allora X+n è il puntato-

re dello stesso tipo t e indirizzo uguale
a quello di X aumentato di FHG , dove G
è lo spazio che occupa un elemento del

tipo t; quindi se immaginiamo la parte
di memoria che parte nell’indirizzo cor-

rispondente a X occupata da elementi
di tipo t, X+n punta all’elemento con
indice F (cominciando a contare da ze-

ro). In altre parole, *(X+n) è lo stesso
elemento come X[n].

Puntatori possono essere confronta-
ti tra di loro (hanno senso quindi le

espressioni X¡Y oppure X==Y per due
puntatori X e Y); la sottrazione di pun-
tatori dà un intero (cfr. sopra); si pos-

sono usare le istruzioni X++ e X– come
per variabili intere.

***

Operatori abbreviati

Invece di a=a+b; si può anche scri-

vere a+=b;, e similmente si possono

abbreviare assegnazioni per gli altri

operatori binari, quindi si userà a*=b;

per a=a*b;, a/=b; per a=a/b; e a-

=b; per a=a-b;. È una buona notazio-

ne e comoda, infatti resistenza/=2; e

più breve e più leggibile di resisten-

za=resistenza/2;.
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Confronto di stringhe

Definiamo una funzione us per l’uguaglianza di stringhe nel modo se-
guente:

int us (char *A, char *B)�
for (;*A;A++,B++) if (*A!=*B) return 0;

return (*B==0); �
La condizione nel ����� è che �
	 non sia zero; questo avviene se e solo se il
carattere nella posizione a cui punta 	 (che varia durante il ���
� ) non è il

carattere 0 (che, come abbiamo detto, viene usato per indicare la fine di
una stringa). Quindi l’algoritmo percorre la prima stringa fino alla sua
fine e confronta ogni volta il carattere nella prima stringa con il carattere
nella posizione corrispondente della seconda. Quando trova la fine della
prima, controlla ancora se anche la seconda termina.

Si noti che per percorrere le due stringhe usiamo le stesse variabili 	
e � che all’inizio denotano gli indirizzi delle stringhe. Che questo non
cambia verso l’esterno i valori di 	 e � è una peculiarità del C che verrà

spiegata fra poco.
Adesso �����	������ restituisce il valore 1, se le due stringhe 	 e � sono

uguali, altrimenti 0. Per provarla possiamo usare la funzione

static void provestringhe()�
printf(“%d %d %d � n”,us(“alfa”,“alfa”),

us(“alfa”,“alfabeto”),us(“alfa”,“beta”)); �
In verità per il confronto di stringhe conviene usare la funzione strcmp

del C, che tratteremo però soltanto molto più avanti quando parleremo
delle librerie standard del C:

int us (char *A, char *B)�
return (strcmp(A,B)==0); �

Si vede qui che un’espressione booleana in C è un numero (uguale a 0 o 1)
che può essere risultato di una funzione.

Attenzione: Per l’uguaglianza di stringhe non si può usare ��	�������� ,
perché riguarderebbe l’uguaglianza degli indirizzi in cui si trovano le
due stringhe, tutt’altra cosa quindi. Provare a descrivere la differenza!

Definiamo adesso una funzione uis (uguaglianza inizio stringhe) di
due stringhe che restituisce 1 o 0 a seconda che la prima stringa è sotto-
stringa della seconda o no.

int uis (char *A, char *B)�
for (;*A;A++,B++) if (*A!=*B) return 0;

return 1; �
La differenza tra uis e us non è grande. In cosa consiste? Giustificare
l’algoritmo. Anche qui potremmo usare le funzioni della libreria stan-
dard:

int uis (char *A, char *B)�
return (strncmp(A,B,strlen(A))==0); �

if ... else

if (A) � ; � ;
if (A) � ; else � ; � ;
if (A) if (B) � ; else � ; � ; (*)
if (A)

�
if (B) � ; � else � ; � ; (**)

if (A) if (B) � ; else � ; else � ; � ;
if (A) � ; else if (B) � ; else � ; � ;
if (A) � ; else if (B) � ; else if (C) � ; � ;
if (A) � ; else if (B) � ; else if (C) � ; else  ; � ;
if (A) if (B) � ; else � ; else if (C) � ; else  ; � ;

Studiare con attenzione queste espressioni e descrivere ciascuna di es-
se mediante un diagramma di flusso; a quali righe corrispondono i due
diagrammi di flusso a destra? ! , " , ... sono istruzioni oppure blocchi di
istruzioni (successioni di istruzioni separate da punto e virgola e racchi-

use da parentesi graffe). Si vede che talvolta bisogna usare addizionali
parentesi graffe per accoppiare if ed else nel modo desiderato: qual’è la
differenza tra (*) e (**)? Si noti che (**) potrebbe essere scritto anche
cosı̀: if (A&&B) � ; else � ; � ;

Puntatori generici

Talvolta il programmatore avrebbe biso-
gno di strutture e operazioni che funzio-
nino con elementi di tipo qualsiasi. Al-
lora si possono usare puntatori generici,
che formalmente vengono dichiarati co-

me #���$
%&� . Un esempio:

void applica (void (*f)(), void *X)�
f(X); �

void scrivi (int *X)�
printf(“%d � n”,*X); �

void aumenta (int *X)�
(*X)++; �

Adesso con

int a=8; applica(aumenta,&a);
applica(scrivi,&a);

otteniamo l’output 9. Si osservi il modo
in cui una funzione viene dichiarata co-
me argomento di un’altra funzione. Qui
bisogna menzionare una differenza fra
il C e il C++. In C una dichiarazione del-
la forma '(���)�+* (dove t è il tipo del risul-

tato) significa che in fase di dichiarazio-
ne non vengono fissati il numero e il tipo
degli argomenti di f; in C++ invece que-
sta forma indica che f non ha argomenti.
Una funzione senza argomenti in C in-
vece viene dichiarata con ',�-��#���$
%��+* .

Conversioni di tipo

Puntatori di tipo diverso possono esse-

re convertiti tra di loro. Se . è un
puntatore di tipo t, allora �/��0. è il
puntatore con lo stesso indirizzo di . ,
ma di tipo s. Ad esempio .�1�2 punta
all’elemento di tipo t con indice 2 a par-
tire dall’indirizzo corrispondente ad . ,
ma �/35476
�&���8.�1�2 punta al secondo byte
a partire da quell’indirizzo. Qual’è inve-

ce il significato di �/35476��9���+��.�1�27� ?
Conversioni di tipo fra puntatori so-

no frequenti soprattutto quando si uti-
lizzano puntatori generici (indirizzi pu-
ri, cfr. sopra). Dopo #���$
%:�
	-*;$5<�'=�5�>*
con ���-�/$5<�'9���8	�* il puntatore � di tipo
int viene a puntare sull’indirizzo corris-

pondente ad 	 .
In alcuni casi sono possibili anche

conversioni di tipo fra variabili normali,
ma in genere è preferibile usare funzio-
ni apposite (ad esempio per ottenere la
parte intera di un numero reale).

Nelle operazioni di input si usano
spesso le funzioni atoi, atol e atof che

convertono una stringa in un numero
(risp. di tipo int, long e double). Bi-
sogna includere il header ? stdlib.h @ .

int n; double x;
n=atoi(“3452”); x=atof(“345.200”);

Abbiamo usato questa conversione (che
in Perl è automatica) in alcuni esempi.
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Parametri di main

Ogni progetto deve contenere esatta-
mente una funzione main, che sarà
la prima funzione ad essere esegui-
ta. Essa viena usata nella forma�������	������
�

(più precisamente nella for-
ma int main(void)) oppure nella forma�������	������
������������������������������

, se deve
essere chiamata dalla shell. In questa
seconda forma na è il numero degli argo-
menti più uno (perché viene anche con-
tato il nome del programma), va il vetto-
re degli argomenti, un vettore di string-
he in cui la prima componente va[0] è
il nome del programma stesso, mentre

va[1] è il primo argomento, va[2] il se-
condo, ecc. I nomi per le due variabili
possono essere scelti dal programmato-
re, in inglese si usano spesso argc (argu-

ment counter) per na e argv (argument

vector) per va. Facciamo un esempio:

// alfa.c

# include “alfa.h”

int main();
/////////////////////

int main (int na, char **va)�
int n;

if (na==1) fattoriali(); else�
n=atoi(va[1]); printf(“%d! = %-12.0f � n”,

n,fattoriale(n));  
exit(0);  

Notiamo in primo luogo che nella di-
chiarazione di main non abbiamo in-
dicato gli argomenti. Ciò è possibile
in C; se volessimo usare questa funzio-
ne anche in C++, dovremmo, nella di-
chiarazione (in cui comunque è suffi-
ciente indicare il tipo, non necessaria-

mente il nome degli argomenti) scrivere�������	������
������!�"�#�������$���&%
.

Il test di uguaglianza avviene medi-
ante l’operatore ==; bisogna stare atten-
ti a non confondere questo operatore con
l’operatore di assegnazione =. Se scri-
vessimo infatti if (na=1), verrebbe pri-
ma assegnato il valore 1 alla variabile

na, la quale quindi, avendo un valore di-
verso da zero, sarebbe considerata vera,
per cui verrebbe sempre eseguito la pri-
ma alternativa dell’if.

Abbiamo qui definito una nuova fun-
zione

void fattoriali()�
int n;

for (n=0;n ' =20;n++)
printf(“%2d! = %-12.0f � n”,n,fattoriale(n));  

che visualizza ancora i fattoriali da (�)
a *�(�) . Si noti l’uso della funzione atoi

di cui abbiamo parlato a pagina 44, con
cui la stringa immessa dalla shell come
argomento (quando presente - e ciò vie-
ne rilevato dall’if) viene convertita in un
numero intero.

Esercizio: Fare in modo che, se dalla
shell si chiama alfa a b, vengano visua-
lizzati i fattoriali da +&) a ,�) .

Input da tastiera

Per l’input di una stringa da tastiera in casi semplici si può usare la
funzione gets:

char a[40];
gets(a);

Il compilatore ci avverte però che the ’gets’ function is dangerous and

should not be used. Infatti se l’utente immette più di 40 caratteri (per
disattenzione o perché vuole danneggiare il sistema), scriverà su posizio-
ni non riservate della memoria. Nei nostri esperimenti ciò costituirebbe
raramente un problema, ma può essere importante in programmi che
verranno usati da utenti poco esperti oppure malintenzionati. Si prefe-
risce per questa ragione la funzione fgets:

char a[40];

fgets(a,38,stdin);

In questo caso nell’indirizzo a vengono scritti al massimo 38 caratteri;
ricordiamo che stdin è lo standard input, cioè la tastiera (fgets può rice-
vere il suo input anche da altri files). A differenza da gets fgets inserisce

nella stringa anche il carattere ’ - n’ che termina l’input e ciò è un po’ sco-
modo. Definiamo quindi una nostra funzione di input (esaminarla bene):

void input (char *A, int n)�
if (n ' 1) n=1; fgets(A,n+1,stdin);

for (;*A;A++); A--;

if (*A==’ � n’) *A=0;  

Passaggio di parametri

I parametri (argomenti) di una funzione in C vengono sempre passati
per valore. Con ciò si intende che in una chiamata f(x) alla funzione f viene
passato solo il valore di x, con cui la funzione esegue le operazioni richieste,

ma senza che il valore della variabile x venga modificato, anche nel caso che
all’interno della funzione ci sia un’istruzione del tipo x=nuovovalore;. Infatti
la variabile x che appare all’interno della funzione è un’altra variabile, che
riceve come valore iniziale il valore della x. Per questa ragione è corretta la

funzione

int us (char *A, char *B)�
for (;*A;A++,B++)

if (*A!=*B) return 0;
return (*B==0);  

che abbiamo introdotto a pag. 44. Se questa funzione viene chiamata con

char *A=“Giovanni”,*B=“Giacomo”;
if (us(A,B)) ...

nel ciclo for (;*A;A++,B++) della funzione non sono i due puntatori A e B che
si muovono, ma copie locali create per la funzione. Quindi dopo l’esecuzione
della funzione A e B puntano ancora all’inizio delle due stringhe e non ad
esempio ai caratteri ’o’ rispettivamente ’a’ dove le loro versioni locali si sono

fermate.
Per la stessa ragione per aumentare il valore di una variabile intera non

si può usare la seguente funzione:

void aumenta (int x)�
x++;  

Se la proviamo con int x=5; aumenta(x); printf(“%d . n”,x); otteniamo
l’output 5, perché l’aumento non è stato eseguito sulla variabile x ma su una
copia interna che all’uscita dalla funzione non esiste più.

Il modo corretto di programmare questa funzione è di passare alla funzio-
ne l’indirizzo della x (mediante l’uso di un puntatore oppure, in C++, di un
riferimento) e di aumentare il contenuto di quell’indirizzo:

void aumenta (int *X)�
(*X)++;  

Invece di (*X)++; si può anche usare *X=*X+1;, ma non *X++; che aumente-

rebbe l’indirizzo X (secondo le regole dell’aritmetica dei puntatori, cfr. pag.

43), senza nessuna altro effetto.
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Variabili di classe static

Con int x; si dichiara una variabile di ti-
po int. Nella dichiarazione l’indicazione
del tipo può essere preceduta dalla clas-

se di memoria (storage class) che de-

ve essere un’espressione tra le seguenti:
static, extern, register, auto e type-
def.

Variabili possono essere dichiarate
anche al di fuori di una funzione. In
questo secondo caso la classe di memo-
ria static significa che la variabile non
è visibile al di fuori dal file sorgente in

cui è contenuta. Ciò naturalmente va-
le ancor di più per una variabile dichia-
rata internamente a una funzione. In
tal caso l’indicazione della classe static
ha una conseguenza pecualiare che tal-
volta è utile, ma che può implicare un
comportamente della funzione misterio-

so, se non si conosce la regola.
Infatti mentre normalmente, se una

variabile è interna a una funzione, in
ogni chiamata della funzione il siste-
ma cerca di nuovo uno spazio in memo-
ria per questa variabile, alle variabili di
classe static viene assegnato uno spa-
zio in memoria fisso, che rimane sempre

lo stesso in tutte le chiamate della fun-
zione (ciò evidentemente ha il vantaggio
di impegnare la memoria molto meno); i
valori di queste variabili si conservano
da una chiamata all’altra.

Inoltre una eventuale inizializzazione
per una variabile static viene eseguita

solo nella prima chiamata (è soprattutto
questo che puo confondere). Esempi:

void provastatic1()�
static int s=0,k;

for (k=0;k � 5;k++) s+=k; printf(“%d � n”,s); �
La prima volta che utilizziamo questa
funzione viene visualizzato 10 (la som-
ma dei numeri 0,1,2,3,4), la seconda vol-
ta però 20, la terza volta 30, proprio
perché l’inizializzazione s=0 viene effet-

tuata solo la prima volta. Probabil-
mente ciò non è quello che qui il pro-
grammatore, che forse intendeva sol-
tanto risparmiare memoria utilizzando
una variabile static, desiderava fare.

È facile rimediare comunque, senza
rinunciare a static, perché l’istruzione
s=0, se data al di fuori della dichiara-

zione, viene eseguita normalmente ogni
volta:

void provastatic2()�
static int s,k;

for (s=0,k=0;k � 5;k++) s+=k;

printf(“%d � n”,s); �
Esercizio: Inventare una situazione in
cui può essere utile che una variabile in-
terna di una funzione conservi il suo va-
lore da una chiamata all’altra.

Lisp

Il Lisp, creato alla fine degli anni ’50
da John McCarthy, è ancora oggi uno
dei più potenti linguaggi di program-

mazione. Funzioni e liste sono gli ele-
menti di questo linguaggio, e funzioni
possono essere sia argomenti che va-

lori di altre funzioni. Per questo in
Lisp (e in Perl) si possono scrivere ap-
plicazioni non realizzabili in C. Il Lisp

è stato dagli inizi il linguaggio preferi-
to dell’intelligenza artificiale. È un lin-
guaggio difficile che non viene in nes-

sun modo incontro al programmatore,
e per questo è poco diffuso; sembra
però che i programmatori in Lisp gua-

dagnino il doppio dei programmatori in
C. Tutto ciò che si può fare in Lisp co-
munque lo si può fare anche in Perl -

entrambi contengono il � -calcolo e ciò
costituisce la differenza fondamentale
con altri linguaggi. Ci sono parecchi

dialetti del Lisp: il più importante è
il Common Lisp, considerato la nor-
ma del Lisp, mentre lo Scheme è una

versione minore didattica; in Elisp, un
dialetto abbastanza simile al Common
Lisp, è programmato e programmabile

l’editor Emacs, uno dei più formidabi-
li strumenti informatici. Un minipro-
gramma in Lisp:

#! /usr/local/bin/clisp

(defun cubo (x) (* x x x))

(format t “˜a˜%” (cubo 3))

Si noti che gli operatori precedono gli

operandi. Siccome, a differenza dal

PostScript, gli operatori (ad esempio *)

non hanno un numero di argomenti fis-

so, bisogna usare le parentesi. format è

un’istruzione di output, abbastanza si-

mile al printf del C.

Il � -calcolo

Siccome bisogna distinguere tra la funzione�
e i suoi valori

�	��
�
, introduciamo la nota-

zione � � ����
�� per la funzione che manda



in
�	��
�

. Ad esempio � ����� � ��
������� è la fun-

zione che manda



in ��� � ��
���� �!� . È chiaro

che ad esempio � � 
�#" � $&% � (per la stes-

sa ragione per cui

'()�*,+.- ) "
'(/0*�+	- / ), mentre

� � 
 %21" � $ %3% (cosı̀ come
( )4- )5/ 1" ( /6- /�/ )

e, come non ha senso l’espressione
( ) ( ) - )7) ,

cosı̀ non ha senso � �8� � 
 . Siccome in logica

si scrive 9 
	: ����
�� invece di � � ����
�� , la teo-

ria molto complicata di questo operatore si

chiama 9 -calcolo. Su esso si basano il Lisp e

molti concetti dell’intelligenza artificiale.

Prolog

Durante gli anni ’70 e i primi anni ’80 il
Prolog divenne popolare in Europa e in
Giappone per applicazioni nell’ambito

dell’intelligenza artificiale. È un lin-
guaggio dichiarativo, negli intenti del-
la programmazione logica il program-

matore deve solo descrivere il proble-
ma e indicare le regole di base della
soluzione; ci pensa il sistema Prolog a

trovare la soluzione. Purtroppo la co-
sa non è cosı̀ facile e non è semplice
programmare in Prolog. Un esempio in

GNU-Prolog:

% alfa.pl

:-initialization(q).

padre(giovanni,maria).
padre(federico,alfonso).

padre(alfonso,elena).
madre(maria,elena).

genitore(A,B):- padre(A,B); madre(A,B).
nonno(A,B):- padre(A,X), genitore(X,B).

trovanonni:- setof(X,nonno(X,elena),A),
write(A), nl.

q:- trovanonni.
% output: [federico,giovanni]

Gli altri linguaggi

Algol e PL/1 erano famosi linguaggi proce-
durali degli anni ’60. Anche il Cobol è un

linguaggio antico, ancora oggi utilizzato in
ambienti commerciali, ad esempio nelle ban-

che. RPG è un linguaggio per la creazione di
tabulati commerciali ancora usato.

Apl è un linguaggio vettoriale interpreta-
to che richiede tasti speciali. Ada doveva di-

ventare un gigantesco linguaggio universale

soprattutto per l’utilizzo negli ambienti mi-
litari. Modula-2 era una continuazione del

Pascal. Snobol, Simula, Smalltalk e Eif-
fel sono linguaggi piuttosto accademici per

l’elaborazione dei testi e la programmazione
orientata agli oggetti. Tcl/Tk è una combi-

nazione di linguaggi usata per creare inter-

facce grafiche in linguaggi come Perl e Py-
thon.

Maple, Mathematica e Matlab sono
usati da matematici e ingegneri nella mate-

matica computazionale.
Il Ruby è un linguaggio ancora nel nasce-

re che in pratica dovrebbe diventare, nelle
intenzione del suo creatore, un Perl più sem-

plice e più leggibile. HyperTalk era un lin-

guaggio quasi naturale per Macintosh e PC,
purtroppo praticamente scomparso per ra-

gioni commerciali.

Alla programmazione funzionale sono de-

dicati vari linguaggi ancora poco diffusi co-

me Haskell e ML.
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Le strutture del C

Definiamo un tipo di dati con due componenti di tipo double

nel modo seguente:

typdef struct double x,y; unzeta;

Dopo aver inserito questa definizione di tipo in alfa.h possiamo

dichiarare un elemento z del tipo unzeta con unzeta z;. I due
componenti di z sono z.x e z.y. Possiamo cosı̀ creare funzioni per
l’addizione e la moltiplicazione di numeri complessi:

unzeta add (unzeta z1, unzeta z2)�
unzeta w;

w.x=z1.x+z2.x; w.y=z1.y+z2.y; return w; �
unzeta molt (unzeta z1, unzeta z2)�
unzeta w;

w.x=z1.x*z2.x-z1.y*z2.y; w.y=z1.x*z2.y+z2.x*z1.y;
return w; �

Il valore assoluto di un numero complesso

Nella divisione e nel calcolo del valore assoluto o della radice
quadrata di un numero complesso dobbiamo invece evitare la

formazione di risultati intermedi troppo grandi (che vengono
approssimati male al calcolatore). Consideriamo prima il valore
assoluto di un numero complesso �����	��
� .

Intuitivamente � ������� ��������� , ma il risultato intermedio� � ��� � diventa molto più grande del risultato finale. Si usano

quindi le formule� ������� ����� ���� "!#�$%�& usata per � �'�)(*� ����+�-,.$� ������� �/� �  # ! $0���-�& usata per � ���1(�� �'��+�-,.$
che portano alla seguente funzione:

double vass (unzeta z)�
double vassx,vassy,t;

if (z.x==0) return fabs(z.y);
if (z.y==0) return fabs(z.x);
vassx=fabs(z.x); vassy=fabs(z.y);

if (vassx 2 =vassy)�
t=z.y/z.x; return vassx*sqrt(1+t*t); �

t=z.x/z.y; return vassy*sqrt(1+t*t); �
La funzione fabs del C calcola il valore assoluto di un numero di

tipo double.

Il quoziente di numeri complessi

Per il quoziente#.354 !#"67354 ! 6 �98 #.3�4 !;: 8 # 6< 4 ! 6 :# 6>= 3 ! 6?= � #"# 6 3 !;! 6 3�4 8 ! # 6< # ! 6 :# 6?= 3 ! 6?=
(se �A@ � ���)@ � +�B, ) si procede in modo analogo. L’ultima frazione
può essere scritta come#.3 !'C 6D 6 354 8 ! < # C 6D 6 :#"63 ! 6 C 6D 6  usata per � � @ �)(�� � @ ��+�-,.$# D 6C 6 3 ! 354 8 ! D 6C 6 < # :#"6 D 6C 6 3 ! 6  usata per � ��@%�E(*� �1@0��+�-,.$
Possiamo quindi programmare la divisione cosı̀:

unzeta divc (unzeta z1, unzeta z2)�
double q,t; unzeta w;

if (fabs(z2.x) 2 =fabs(z2.y))�
q=z2.y/z2.x; t=z2.x+z2.y*q;

w.x=(z1.x+z1.y*q)/t; w.y=(z1.y-z1.x*q)/t; return w; �
q=z2.x/z2.y; t=z2.x*q+z2.y;
w.x=(z1.x*q+z1.y)/t; w.y=(z1.y*q-z1.x)/t; return w; �

Estensioni di campi

Se F è un campo e G un sottocampo di F , F si chiama

un’estensione di G . La coppia  7FIHJGK$ in tal caso viene det-
ta un’estensione di campi e denotata con FML'G . F è allora
in modo naturale uno spazio vettoriale su G (il prodotto NPO
di NRQSG con OTQ�F è semplicemente il prodotto in F a cui
anche N appartiene). Questa osservazione ha moltissime ap-
plicazioni.

Nella teoria dei campi (e nelle sue applicazioni, ad esem-

pio nella teoria dei numeri) è molto importante la questione
quali sono i campi intermedi di un’estensione.

Ad esempio quali sono i campi intermedi di USL;V ?
La dimensione di U su V è W , quindi ogni sottospazio vet-

toriale reale X di U che non coincide con U deve essere una
retta passante per l’origine in V � . Però se X è un campo
intermedio, deve contenere V e ciò implica X���V .

Può un’altra retta X in V � (non necessariamente con-

tenente V e quindi non necessariamente un campo interme-
dio di UML�V ) essere un campo? X deve essere della formaXY�ZV[� con �\�^]_�S
a`b+�c, , dove ]AHd`eQfV . Siccome X è un

sottocampo di U , anche
�� � ]�gb
a`] � ��` � QhX e quindi anche]�gb
a`iQjX . Se facciamo un disegno, vediamo subito che ciò è

possibile solo se `��B, (in tal caso X��SV ) oppure se ]_�B, . In
questo secondo caso XT�YV�
 . Però questa retta (l’asse delle� o asse immaginaria) non è un campo: infatti 
 � �hgk� non
appartiene più ad essa.

Esistono invece moltissimi campi intermedi tra U e l , ad
esempio l-�-l5
 , l-�-l�m n , l��-lSom W��-lSom p . È chiaro che
questi insiemi sono chiusi rispetto a addizione e sottrazione.
Verificare che lo sono anche rispetto a prodotto e divisione

(con denominatore +�B, )! Nei calcoli scrivere O per 
 , m n , om W .
Se FqL/G è un’estensione di campi, con � FML/G�� si denota

la dimensione di F come spazio vettoriale su G e se adesso� FZLEG��Er-s , allora si dimostra nel corso di Algebra che per

ogni campo intermedio X si ha � F^L/G��A�q� FML�Xi��� X*L'G�� . In
particolare � X-LAG�� deve essere un divisore di � FZL�G�� . Se ad
esempio � F9LtG��/�Mu , possiamo concludere come prima perUSL�V che non esistono campi intermedi non banali.

Evariste Galois (1811-1832) ha introdotto uno strumento

ancora più fine per la classificazione dei campi intermedi, la

teoria dei gruppi.

Le equazioni di Cauchy-Riemann

Consideriamo ancora l’estensione di campi UvL)V . Per ogniNw�*]k��
`xQKU l’applicazione y zjNP�{LEUTg�|}U è V -lineare (in-

fatti queste applicazioni sono esattamente le applicazioniUBg�|~U che sono addirittura U -lineari) e rispetto alla base
canonica di V � su V corrisponderà quindi a una matrice � .
Com’è fatta questa matrice?

La prima colonna è l’immagine di  0�"HJ,.$ tramite questa

applicazione; ma  %�"Hd,.$ è uguale a � come numero com-

plesso e N;���}]���
`��� ]AH�`P$ , mentre la seconda colonna

è l’immagine di  7,EH���$ . Ma  7,EH���$R��
 , e quindi la seconda

colonna è uguale a N�
j�� 7]j�*
a`P$a
K��g�`w�Y].
K�� %g�`�HJ]E$ e

ritroviamo il nostro vettore magico. La matrice della molti-

plicazione con c è quindi �v�~� ]�g�`` ]�� e viceversa una

matrice �v� � ]A����]A� �] � ��] ��� � corrisponde alla moltiplicazio-

ne con un numero complesso (o, equivalentemente, defi-

nisce un’applicazione U -lineare) se e solo se ]�� � ��g�] � � e] ��� �-]A��� . Queste condizioni prendono il nome di equazioni

di Cauchy-Riemann.

Corso di laurea in matematica � Corso di Algoritmi e strutture di dati ��y�� Docente: Josef Eschgfäller
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1. Siano ���������
	 e ����� . Allora

������������������������������� � per un �!��� . Per quale � ?
2. Siano " ��# e � numeri reali e $&%'�!%(� .

Allora "�%'��")���������*��#�%+# .
3. Siano ��������� 	 , �
�,� e -/. ��$10 23�4�'$10 53� . Esprimere

la distanza di - da � e la distanza di - da � in termini
di 6 �7�8�96 .

4. Risolvere con la regola di Cramer il sistema

2:�7��;3����<
;3���'=:���(>

5. Dimostrare la forma generale del teorema

fondamentale a pag. 3.

6. Risolvere il sistema

;3��?@�BAC� DE�F�HG!�8�HI!�(J
��?��K>�� D
�8�LGM�+;3�LIN�($
;3� ? �B� D �'A:� G �'� I �(=
AC��?��F� D
�8�LGM�'2:�LIN�O�$

7. Risolvere il sistema

� ? �+;3� D �'2:� G �+;3� I ��J
A:��?��'�HDE�+;3�LG
���HIN�(>

AC� ? �+;3� D �'2:� G �FAC� I ��$
��?@��;3� D!��;3�HG!��;3�HIN��A

8. Risolvere il sistema

=:� ? �+;3� D �'2:� G �+>3� I �';3� PE�'�LQN�R�
23��?S�F� D@�F�HGE���$:�HIM��� P �';�� Q ��$
23� ? �+;3� D �F� G �+;3� I ��� PM�';��HQ���$

;3�T?U�F�HGE�+>3�HIM��� P ��A:� Q ��$
2:�T?S��� DE�';3� P �'� Q ��$

=:� ? �F� G �+>3� I ��� PM��A:�HQ���$
9. Trovare l’equazione di una delle due rette parallele

alla retta
V �XWY���:�Z;C�9�F�[�\21��A]��6��!���N^
che hanno distanza 5 da

V
.

10. Trovare l’equazione della retta passante per i punti

�_;`��A`� e ���:�*=]� .
11. Trovare l’equazione della retta passante per i punti

����2Y���� e ���$1�a2C� .
12. Siano �T���7�,� 	 e l’angolo b definito come a pag. 11.

Quali dei seguenti enunciati sono corretti?

1. �������c�S�d6 �S6e6 �96�f[gChLb .
2. �������c�S�d6 �S6e6 �96�h�iej�b .

3. 6 �&�F�96 D �d6 �S6 D �X6 �96 D �+;1���T���c� .
4. 6 ���B�96 D �d6 �S6 D �X6 �96 D ��;1���T���c� .

***

Date dei compitini:

Giovedı̀, 8 novembre, 11.45-13.00

Giovedı̀, 29 novembre, 11.45-13.00.

Il voto k verrà calcolato con la formula k�� ;3lm�n-
2 ,

dove l denota il voto migliore, - il voto peggiore.

15. Ottobre 2001

13. Quali delle seguenti affermazioni sono corrette?

A C è un linguaggio interpretato.
B Perl è un linguaggio interpretato.
C Perl è più veloce del C.

14. In quale linguaggio di programmazione
sono scritte le seguenti istruzioni?

A A5 F0 D8 0A 85 F1

B begin p:=0 for i:=1 to 4

C if n=0 then 200

D int n,k; double a;

E STA $F1

F class punto W ... ^
G real a(4), b(4)

H sub f W my $x=shift; ^
I System.out.println(a);

J def f(x):

15. �_;:oqpsr�� ? Q .
16. Rappresentare 9258 in base 16.

17. Quali delle seguenti affermazioni sono corrette?

A C è un linguaggio compilato.
B Xlib è un linguaggio interpretato.
C Delphi è un ambiente di sviluppo per C++.

D In Fortran il tipo delle variabili
non deve essere dichiarato.

E length è un metodo della classe String di Java.
F atof trasforma una stringa in un intero.

18. Usare la funzione somma a pagina 20 per
definire una funzione media che calcola la media
aritmetica di una lista di numeri.

19. Usare la funzione media e map per calcolare la
media geometrica dalla media aritmetica.

20. Usare la funzione media e map per calcolare la
media armonica dalla media aritmetica.
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21. ��� � e ��� �����	��� ��
�� e ��� ���� .
22. ��� ��������� ��� per ogni � .
23. ��� �����	���������������� ��� .
24. ��� � e ��� � per ogni � .
25. ��� �����	������� .
26. � � �!���	���"� .
27. �#� ����� mcd $%�'&(�*)+�,� ��� .

In particolare mcd $-�.&/�0)1�2� �#� per ogni � .
28. ��� � e ��� ���������"�3� .
29. ��� �����	�546� �#� .
30. $87�&9
:) sia un gruppo abeliano e ;<&9= sottogruppi

di 7 . Allora ;6
�= è un sottogruppo di 7 che
contiene sia ; che = .

31. Nelle ipotesi dell’esercizio 30 dimostrare che, se>
è un altro sottogruppo di 7 che contiene sia

; che = , allora ;?
?=A@ >
. ;?
?= è quindi il

più piccolo sottogruppo di 7 che contiene ; e = .
Facile.

32. Scrivere una funzione rapp16 in Perl per la rap-
presentazione esadecimale.

33. Calcolare $-;<&/B�&9CD&ECD&9F�&/��&E;�)HG8I a mano con lo
schema di Horner.

34. —

35. $87�&9
:) sia un gruppo abeliano e ;<&9= sottogruppi
di 7 . Allora ;�JK= è un sottogruppo di 7 .

36. Siano ��&(�MLON ed P l’unico numero naturale P
tale che N���J�NQ�!��N�P . Allora P è il minimo
comune multiplo di � e � , gode cioè delle seguenti
proprietà:

(1) ��� P e �#� P .
(2) Se �RLMN e ��� ��&9�#� � , allora PS� � .
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37.

TTTTTT
FVUW�XZY �[ �\�

TTTTTT

38.

TTTTTT

[Z] FYVX U
�\�\�

TTTTTT

39.

TTTTTTTT

� X F ]
�^� ] �X �_F ]
� X �`�

TTTTTTTT
40. Inventare un algoritmo di Gauß per il calcolo di

un determinante con l’utilizzo della prop. 28/2,

e ricalcolare i determinanti precedenti.

41. Trovare l’intersezione delle rette $(�#&E�#)a
�b�$ X &c��)
e $ X &EUd)e
�b�$(�#&fF�) nel piano col metodo indicato a

pagina 27.

42. Trovare le equazioni per le rette dell’esercizio 41

e determinare il punto di intersezione risolvendo
un sistema nelle incognite geG e g�h .

43. Trovare la proiezione ortogonale del punto $(�d& X )
sulla retta $(:�d&9��)9
�b�$-F�&#�0) e calcolare la distanza
del punto dalla retta.

44. Calcolare la proiezione ortogonale dell’origine

sulla retta ij� X g5
OF e la distanza dell’origine
dalla retta.

45. Siano k e � come a pagina 29. Dimostrare che
per ogni glLKb h valgono le relazioni

$%km&/g�)a�nlo pfq�$%�'&(g')
$%�'&(g�)1�?o pHq�$%km&/g�)

46. Come diventano le formule per P a pagina 29 se
� �����,� k����n� ?

47. km&/r sia una base ortonormale di b h , cioè � k��+�
� r��#�n� e $%km&(r�)1�?� ( r è allora il nostro � oppure

�� ). Ogni vettore g,L�b h è allora della forma
gK�"stk�
Su�r . Calcolare s e u .

48. Considerando il vettore gwv �	xKzy e un siste-
ma di coordinate con il centro in y , utilizzare
l’esercizio 47 per dare una giustificazione geome-
trica delle formule di proiezione (nel caso specia-
le dell’esercizio 46). Fare un disegno.

49. Sia dato un vettore k|{�}� di b�~ . Come si trova
un vettore di lunghezza 1 che mostra nella stes-
sa direzione di k e quindi determina la stessa
retta (con lo stesso orientamento)?
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50. ���������	�
��� per �������� � .
51. �������
�������������������� per ������������ � .
52. Dimostrare l’identità di Jacobi per il prodotto

vettoriale.

53. ����� ed  siano tre punti di uno spazio vettoriale

reale ! . I vettori ���"� ed  ���� sono linearmen-
te indipendenti se e solo se i punti �#��� ed  non
stanno sulla stessa retta.

54. Trovare l’equazione del piano passando per�%$&�(')�+*,�+�-�.')�+*/��01� e ��23�+4&�5'6� .
55. Trovare una forma parametrica per il piano con

equazione 0,7�8:9<;=8>'-$,?��@4 .
56. Una base ordinata A/B-��A<C di � C può essere scritta

nella formaA1BD���� FE(G,HIJ�� KH�LNM	IO�A C ���QPRE(G,HTS��UP�H�LNMVSK�
con  ,��PXWY$ e $�Z[I]\]S^\_0,9)$1` come nella
figura. Quand’è che la base ordinata A/B-��A<C è po-
sitivamente orientata?

r

s a�b
a.c

de
57. �%fg��8��(h � sia un anello. Definiamo un’operazione

binaria bilineare con i jk��l+mRn �@j&l#�
l+j . Allora vale
l’identità di Jacobi:i jk�-i l,�.o+mNmp8Xi l<�-i o,��j/mNm&8Xi o,�6i jk��l+mNmq�X$
Attenzione: La moltiplicazione in f non è ne-
cessariamente commutativa (altrimenti tutto è
banale), quindi ad esempio in genere j&l5o=�rjpo+l
non sarà uguale a zero. Si dice che �%fs�U8��(i3mt� è
un anello di Lie (però non è un anello!).

È chiaro che i jk��l+m��Y$vuxwyj&lz�Yl+j , quindi
l’anello di Lie descrive in un certo senso la com-
mutatività o non-commutatività dell’anello ori-
ginale. i jk��lUm si chiama il commutatore di j e l .

58. Sia {}|>* . Allora ~Q� C(� �>{"uxwY{"�@0 .
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59. Programmare in PostScript la funzione definita
da �#��7q������7 C 8>'6�5��7 � 8�91� usando il diagramma
di flusso per lo stack.

60. Programmare la stessa funzione in PostScript
usando un dizionario.

61. Calcolare il volume del parallelepipedo generato
da (1,2,3), (2,0,5), (4,1,2).

62. Programmare in PostScript la funzione definita
da �#��7#�.;T�O����7 C 8�; C �5��7#�	;3� usando un dizionario.

63. Qual’è la matrice di una rotazione per �)$ ` ? Ri-

trovare la formula per il vettore magico.

64. A quale operazione geometrica corrisponde la

moltiplicazione di un vettore di � C con la ma-

trice � $�''�$>� ?
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65. A6�%� dp� e1� �XA6� d A6� e per IJ�.S���� .

66. Qual’è il risultato di printf(“%d � n”,13&27) in C?
Cosa si ottiene per 13 � 27? Spiegare.

67. ? ?g��� ?� C per ogni ?��"� .
68. Dare una dimostrazione diretta (utilizzando le

coordinate) del lemma 42/2.

69. ?)�>� ?�h � per ogni ?3�.����� .
70. � ?)���1��� ?�N� ��� per ogni ?3�����"� .
71. Per ogni ?���� si ha

Re ?g� ?�8 ?*
Im ?g� ?�� ?*6�

72. A6� �q� �XA6�<A � per ogni ?3�.����� .
Scrivere ?g�X7�8"�%; e �X�>��8"�Q� e usare dall’ana-
lisi che A6� �R� �XA6�,A � per jk��l���� .

73. Il vettore magico di ?��"� è proprio �Q? .
Fine


