6. Funzioni di matrici ed esponenziale matriciale

Situazione 6.1. Sia A € C]! e sia 0(A) lo spettro di A, cioe I'insieme
dei suoi autovalori.

Come sempre, per un anello commutativo K denotiamo con K I'insieme
delle matrici ad n righe ed m colonne con coefficienti in K. § sia la ma-
trice identitica in K.

Definizione 6.2. Per un polinomio f = ayp + a1z + ... + a,2” € Clx]

definiamo f(A Z a,A*. Naturalmente A% := §.
k=0
Osservazione 6.3. Sia p = / con f, g € C[z] una funzione razionale

per cui g(A) # 0 per ogni A € o(A).
Allora la matrice p(A) := (g(A))~! f(A) risulta ben definita.
Dimostrazione. La matrice ¢(A) € ben definita in quanto sono ben

definite f(A) e g(A), secondo la definizione precedente, ed & possibile
invertire g(A) in quanto si e supposto g(\) # 0 per ogni A € o(A).

Osservazione 6.4. Siano 2 un dominiodi Ced f : 2 — C una funzione
analitica. I" sia una curva di Jordan in Q che contiene o(A) al suo
interno. Allora si puo definire

.2m/f )(26 — Al dz

Si puo dimostrare che questa matrice € ben definita e non dipende
da I'. Per i coefficienti essa significa

(AN, = 5 / F()((z6 — A) Y dz
per ogni j.k.

Se zg € un punto di Q in cui f € rappresentata dalla serie di potenze
o

= Z ag(z — zo , si puo dimostrare che f(A Z ag(A— z05

Definizione 6.5. L'esponenziale
o
Lok
=>4
k=0
e definito per ogni A € CJ.
Nel teorema 6.6 riportiamo alcuni utili enunciati sulle proprieta
dell’esponenziale di una matrice.
Teorema 6.6.
(1) PerogniT € GL(n,C) si ha T AT = T—1eAT.
(2) Sia B € Cle AB = BA. Allora eA+8 = e4eB = eBeA.



(3) (e~ = e 4, quindi e & sempre una matrice invertibile.

(4) Se \i,...,\, sono gli autovalori di A, allora e, ...,e* sono gli
autovalori di e”. La moltiplicita degli autovalori di A é maggio-
re o uguale a quella di e, in quanto puod accadere che Aj # i
ma e = ek,

(5) det(e?) = et

Dimostrazione. Huppert, pagg. 269-283, Arnold, pagg. 115 sgg., Amann,
pagg. 167-183.

Nota 6.7. Lequazione differenziale + = Az (in cui si cerca una fun-
zione z : R — C") per ogni dato iniziale x(0) = zy ammette un’unica
soluzione z = () e x.

t

Cio0 implica ’enunciato analogo per '’equazione differenziale matri-
ciale X = AX, in cui si cerca una funzione X : R — C”. Per ogni
k infatti, questa corrisponde a un’equazione X; = AX con soluzione
X = Qe X, (0) e cid significa proprio che X = O !4 X(0).

¢ ¢

In particolare, I'unica soluzione del problema
X=AX con X(0)=6 & X =¢"

Definizione 6.8. Per \ € C ed m € N+1 definiamo le caselle di Jordan
Jm(A) € C" nel modo seguente:

Ji(A) = (A
Ja(N) = (

o >

> =
N

A1 0
J3s(A):=10 X 1

0 0 A

A1 0 0

0o Xx 1 0
IJnN) =1 ... o o o

0 0 ... x 1

0O 0 0 0 X

Se poniamo N,, := J,;,(0), abbiamo J,,(\) = A0 + N,,.

Osservazione 6.9. N < C7 sia una matrice nilpotente, cioe tale che
esiste r € N con N” = 0. Allora la matrice § — N ¢ invertibile e si ha

r—1
(G-N)"L=) N
k=0

Dimostrazione. [36]

Proposizione 6.10. Siano z, A € Ced m > 1. Se z # ), allora



m—1

k
(26 = T (M) L= (2= A0 = Npp)7H = > T _N;;Hl.
k=0

Dimostrazione. [37]

Proposizione 6.11. Siano \ € C ed 2 un dominio di C con A € C.
f: Q= C sia una funzione analitica e I una curva di Jordan in §) che
contiene A\ al suo interno. Allora

m—1 ,(k) A
Fem) = 3 TN =
k=0 ’
) ') Fmh
f) (V) 2 o1
/ TAERICY
1 0 S ICEDN
0 0 0 ... fN
Dimostrazione. [38]
Definizione 6.12. Siano M, ..., M, matrici quadratiche, non neces-

sariamente della stessa dimensione. Allora con M; @ ... P M, denoti-
amo la matrice

Diciamo allora che M & somma diretta delle matrici M;.

Teorema 6.13 Teorema della forma normale di Jordan. FEsiste
T € GL(n,C) tale che A = T~'MT, dove M é somma diretta di caselle
di Jordan.

Dimostrazione. MANCA?

Osservazione 6.14. Sia f come nella osservazione 6.4 e 7' € GL(n,C),
allora f(T'AT) = f(A).

Percio in principio si puo usare la proposizione 6.11 per calcolare
f(A), ma la forma normale di Jordan presenta difficolta algoritmiche
e numeriche.

Dimostrazione. [39]




