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Sistemi dinamici finiti
X sia un insieme finito e
f: X—X

un’applicazione. Allora (X, f) si
chiama un sistema dinamico fini-
to. Questi sistemi sono attualmen-
te molto studiati (spesso sotto il
nome di automi cellulari) e ven-
gono usati per rappresentare pro-
cessi fondamentali in molte cam-
pi dell’informatica e della scienza,
dalla medicina alla geofisica.

Un sistema dinamico finito puo
essere rappresentato graficamente
come nel seguente esempio, in cui
X = {1,...,8}, mentre lapplica-
zione f : X— X ¢ data dalle frecce

nel grafo. Il cerchietto pieno indi-
ca un punto fisso (in questo caso il
numero 3) che viene mandato in se
stesso da f:

2

Situazione 1.1. (X, f) sia un si-
stema dinamico finito e, quando
non indicato diversamente,
z,y,a,b,... € Xed A,B C X.

Orbite

Definizione 1.2. Un sottoinsieme A C X
si dice invariante, se f(A) C A,

cioe se f(a) € A per ogni a € A. In tal
caso possiamo definire un’applicazione

fA:A—>A
ar— f(a)

La coppia (A, fa) & ancora un sistema di-
namico finito.

E chiaro anche che f™(A) C A per ogni
n € N.

Definizione 1.3. Invece di f"(z) scri-
veremo anche z + n. Nel grafico del siste-
ma z + n & il punto (univocamente deter-
minato) che si ottiene seguendo le frecce
per n passi a partire da z.

Useremo questa notazione (che ricorda
un po’ aritmetica dei puntatori in C) so-
prattutto nelle considerazioni astratte; &
una notazione molto comoda e intuitiva
che naturalmente crea ambiguita quando
gli elementi di X, come spesso nei nostri
esempi, sono dei numeri. Sono immediate
le seguenti relazioni che esprimono il fatto
che N opera su X mediante 'applicazione
(z,n) — " (z):

1) z+0==z.

@) (z+n)+m=z+ (n+m)
per ogni n,m € N. Possiamo quin-
di tralasciare le parentesi e scrivere
semplicemente = + n + m.

Definizione 1.4. L'insieme (finito)
S(z) :={z+n|n €N}

si chiama lorbita di z. Gli elementi di
S(z) sono detti successori di z. Notiamo
che z € S(z), perché z = z + 0.

I chiaro che S(z) & un sottoinsieme in-
variante non vuoto di X.

Un sottoinsieme di X si chiama un’orbi-
ta, se coincide con l'orbita di qualche pun-
todi X.

Lemma 1.5. Sieno a, b € S(z).
Allora a € S(b) oppure b € S(a).

Dimostrazione. Per ipotesia = z +n e
b =z + m con n,m € N. Sia ad esempio
m > n. Allora

b=z+n+(m—n) =a+(m—n) € S(a)

Osservazione 1.6. Se b & un successore di
a e c un successore di b, allora c é un suc-
cessore di a. In altre parole:

b€ S(a) = S(b) C S(a)

Dimostrazione. Se lipotesi & soddisfat-
ta, abbiamo b = a +n e ¢ = b+ m per
qualche n,m € N.

Cio implica ¢ = a+ m + n € S(a).

Definizione 1.7. Introduciamo una rela-
zione < su X ponendo

a<b:<= be S(a)

Dall’osservazione 1.6 segue che la relazio-
ne & transitiva; siccome sempre a € S(a),
vediamo che < & un quasiordine su X. In
genere non si tratta di un ordine parziale
perché puod accadere che a < b < a con
a # b. Vedremo che cio avviene se e solo
se a e b appartengono allo stesso insieme
minimale.

Osservazione 1.8. o < b < S(b) C S(a).

Dimostrazione. Sia a < b, cioé b € S(a).
Per l'osservazione 1.6 allora S(b) C S(a).

Sia invece S(b) C S(a). Pero b € S(b),
quindi b € S(a).

Osservazione 1.9. Sono equivalenti:

(1) A éinvariante.
(2) a€ A= S(a) C A.
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Catene

Definizione 1.10. Un sottoinsieme A di X si
dice una catena, se A # ( e se per due suoi ele-
menti @ e b si ha sempre a < b oppure b < a.
Ricordiamo che il nostro quasiordine in genere
non & antisimmetrico e quindi in genere non &
un ordine parziale.

Proposizione 1.11. S(z) é una catena.

Dimostrazione. Questo & esattamente 'enun-
ciato del lemma 1.5.

Lemma 1.12. A sia una catena. Allora esiste un
a € Atale che A C S(a).

Dimostrazione. Dimostriamo l’enunciato per
induzione su |A|.

Sia |A| = 1. Allora A = {a} per un singolo
elemento a e siha A = {a} C S(a).

Sia A = B U z una catena con z ¢ B. Allora
anche B & una catena e per ipotesi di induzione
esiste b € B tale che B C S(b). Se z € S(b), al-
lora A C S(b). Altrimenti, siccome z e b appar-
tengono alla catena A, deve valere b € S(z). Ma
allora, per l'osservazione 1.6, B C S(b) C S(z)
e quindi anche A C S(z).

Proposizione 1.13. Per un sottoinsieme A # 0
di X sono equivalenti:

(1) A é una catena.
(2) A é contenuto in un’orbita.

Dimostrazione. (1) —> (2): Lemma 1.12.

(2) = (1): Segue direttamente dall’osserva-
zione 1.11, perché chiaramente ogni sottoinsie-
me non vuoto di una catena & una catena.

Proposizione 1.14. Per un sottoinsieme A # 0

di X sono equivalenti:

(1) A é una catena invariante.

(2) A e un’orbita.

(3) A éinvariante e contenuto in un’orbita.
Dimostrazione. (1) =—> (2): Peril lemma 1.12

esiste a € A tale che A C S(a). Ma A ¢ invari-
ante, percid S(a) C A, e cid implica A = S(a).

(2) = (3): Chiaro.
(3) = (1): Proposizione 1.13.

La proposizione 1.11 esprime una condizione di
direzionalita delle ramificazioni tipica di strut-
ture ad albero e implica, come vedremo nel pros-
simo numero, che ogni sistema dinamico finito &
costituito dall’'unione disgiunta di alberi che, co-
me fiumi in un complesso di laghi, sfociano nei
cicli del sistema.
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Insiemi invarianti minimali

Definizione 2.1. Un sottoinsieme invari-
ante A C X si dice invariante minimale,
se A # () e A & minimale tra i sottoinsiemi
invarianti non vuoti di X. Cio significa che,
se B & un sottoinsieme invariante di X con
B C A, allora B = () oppure B = A.

Proposizione 2.2. Un sottoinsieme non
vuoto di X é invariante minimale se e solo
se coincide con lorbita di ogni suo punto.

Dimostrazione. (1) A sia un sottoinsieme
invariante minimale di X ed a € A. Allora
S(a) & un sottoinsieme invariante # ¢ di A
e coincide quindi con A.

(2) A sia un sottoinsieme non vuoto di X
che coincide con l'orbita di ogni suo punto.
Allora in particolare A & un orbita e quindi
invariante.

Sia B un sottoinsieme invariante # 0 di
A. Scegliamo un punto b qualsiasi di B. Per
ipotesi A = S(b). Ma S(b) C B perché B
¢ invariante e quindi A C B. Ma B era un
sottoinsieme di A, e vediamo che B = A.

Corollario 2.3. A sia un sottoinsieme non
vuoto di X. Allora sono equivalenti:

(1) A éinvariante minimale.
(2) Perognia,be Avalea € S(b).

Osservazione 2.4. Ogni sottoinsieme inva-
riante non vuoto di X contiene un insieme
invariante minimale.

Osservazione 2.5. A e B siano due sotto-
insiemi invarianti minimali di X. Se Ae B
hanno un punto in comune, allora A = B.

Dimostrazione. Per la proposizione 2.2
Porbita di un punto comune coincide sia con
A che con B.

Lemma 2.6. A e B siano sottoinsiemi in-
varianti della stessa orbita. Allora A C B
oppure B C A.

Dimostrazione. Se uno dei due insiemi &
vuoto, I’enunciato & chiaramente vero. Al-
trimenti per la proposizione 1.14 A e B sono
orbite e quindi esistonoa € A e b € B tali
che A = S(a) e B = S(b). Peril lemma 1.5
ad esempio a € S(b) e quindi S(a) C S(b),
cioe A C B.

Teorema 2.7. Ogni orbita di X contiene
esattamente un insieme invariante minima-
le.

Dimostrazione. Per losservazione 2.4
un’orbita contiene almeno un insieme inva-
riante minimale A. Se B fosse un altro in-
sieme invariante minimale contenuto nella
stessa orbita, per il lemma 2.6 si avrebbe
A C B oppure B C A e quindi, essendo A e
B insiemi invarianti minimali, necessaria-
mente A = B.

Definizione 2.8. Denotiamo con Q(z) 'uni-
co sottoinsieme invariante minimale di
S(z) e poniamo inoltre

d(z) :=min{k e N|z+ k € Q(z)}
w(z) =z + d(z)
w(z) € quindi il primo punto di Q(z) che si

raggiunge partendo da z. d(z) pud essere
considerata come la distanza di z da Q(z).

Osservazione 2.9. Sia m > d(z). Allora
z+m € Qz).

Dimostrazione. Chiaro, perché Q(z) & in-
variante.

Teorema 2.10. Sono equivalenti i seguenti
enunciati:

(1) S(z) e un insieme invariante minimale.
(2) a € S(z) = z € S(a).

(3) Esisten > Otalechex +n ==

4) z € Q(z).

5) z=w(z).

(6) S(z) = Q(x).

Dimostrazione. (1) = (2): Cio segue dal
corollario 2.3.

(2) = (3): Per ipotesi abbiamo z €
S(z + 1). Cio significa che esiste m > 0 tale
chexz =z+14+mequindin := m+1
soddisfa I'enunciato.

(3) = (4):Sian > O0talechez+n = =z.
Allora z + nk = x per ogni k € N. Siccome
n > 0, possiamo pero trovare un k € N tale
che nk > d(z). Per l'osservazione 2.9 cio
implica z = z + nk € Q(z).

(4) <= (5): Chiaro.

(4) = (6): Siccome Q(z) € invariante,
lipotesi z € Q(z) implica S(z) C Q(z).
D’altra parte Q(z) C S(z), cosicché S(z) =

(6) = (1): Per definizione Q(z) & inva-
riante minimale e coincide, per ipotesi, con
S(z).

Corollario 2.11. Q(z) = S(w(z)).

Punti periodici

Definizione 2.12. Poniamo
R(z,A):={n€N|z+n€ A}
R(z) :=R(z,z)={n€E€N|z+n=1z}
RY(z) :=R@)\0={n>0]|z+n ==z}
La scelta della lettera R vorrebbe indicare
che, soprattutto nel caso di R(z), gli ele-
menti di questi insiemi possono essere con-
siderati come tempi di ritorno.
E chiaro che si ha sempre 0 € R(z) e che
0 € R(z,A) < z € A.
Pud accadere che R(z, A) = 0, infatti
R(z,A) #0 <= AnS(z)#0.

Osservazione 2.13. Per la definizione stes-
sa di d(z) abbiamo

d(z) = min R(z, Q(z))

Definizione 2.14. Il punto = si chiama pe-
riodico se R(z) # 0, cioeé se esisteunn > 0
tale che z + n = z ed z soddisfa quindi la
terza e perciod tutte le condizioni equivalenti
del teorema 2.10.

Proposizione 2.15. Esiste sempre un nu-
mero h € N tale che R(z) = Nh. Se z non ¢
periodico, h = 0, altrimenti

h =min RT ()

Dimostrazione. Se x non & periodico,
R(z) = 0 = NO. Assumiamo quindi che z
sia periodico. Allora l'insieme R (z) non &
vuoto e possiede quindi un minimo A > 0.

Dobbiamo dimostrare che R(z) = Nh.

Siccome h stesso appartiene ad R(z), &
chiaro che z + h = z e quindi z + kh = z per
ogni k£ € N. Cio mostra Nh C R(z).

Sia viceversa n € R(z). Con l'algoritmo
euclideo troviamo una rappresentazione

n=kh+rconk,rceNe0<r<h.
Usando la relazione z + kh = z abbiamo
allora

z+r=z+kh+r=z+n==z

per cui r € R(z). Dalla minimalita di A
segue r = 0, per cui n = kh € Nh.

Definizione 2.16. Il numero k della propo-
sizione 2.15 si chiama il periodo di =.

11 periodo di z & > 0 se e solo se z & peri-
odico.

Il punto w(z) per il teorema 2.10 & sempre
periodico; chiamiamo il suo periodo il peri-
odo asintotico di z.

Proposizione 2.17. z sia un punto periodico
di X con periodo h. Allora:

(1) S(z) ={z,z+1,...,z+h—1}
2) Ipuntiz,z+1,...,z+ h — 1 sono tutti
distinti tra di loro.

3 |S(z)| = h.

Dimostrazione. La prima affermazione
segue da z + h = z, mentre la terza & una
conseguenza immediata delle prime due. Ri-
mane da dimostrare la seconda.

Siaz+n=z+mcon0<n<m< h.
Allora
z+(m—-—n)=z+h+ (m—n)
=z+m+ (h—n)
=z+n+(h—n)
=zrz+h==x

Ma 0 < m — n < h, una contraddizione alla
minimalita di A.
Corollario 2.18. La cardinalita di Q(z)

coincide con il periodo asintotico di z.

Definizione 2.19. z si chiama un punto fis-
so, se f(z) = z.

Osservazione 2.20. Sono equivalenti:

(1) z é un punto fisso.

2 z+1=1z.

3) |S(z)| =1.

(4) z possiede periodo 1.

Osservazione 2.21. w(z) ¢ un punto fisso se
e solo se |Q(z)] = 1.

Dimostrazione. Corollario 2.18.

Osservazione 2.22. Sia 0 < n < m con
z+mn = z + m. Allora z + n & un punto
periodico.

Dimostrazione. Infatti
z+n=z+m=z+n+ (m—n)
conm —n > 0.

Corollario 2.23. d(z) < |X|. Il punto
z + (| X | — 1) é quindi sempre periodico.

Dimostrazione. Siccome due dei punti
z,z +1,...,z 4+ |X| devono coincidere, esi-
stonon,m € Ncon0 < n < m < |X]| tali
che z + n = z 4+ m. Per l'osservazione 2.22
z + n & periodico e quindi d(z) < n < | X]|.
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Installazione di R

Dalla pagina del corso scegliere la pagina di
R e su questa CRAN. Vengono offerti i pac-
chetti per Linux, per Windows e per Macin-
tosh.

Linstallazione per Linux & molto sempli-
ce. Siritira il file .rpm adatto per la propria
versione di Linux e poi lo si installa, diven-
tando root, con

rpm -Uvh nome-del-file.rpm

A questo punto, tornati utenti normali, ba-
sta battere R dalla tastiera e il programma
parte. Se il file .rpm non & aggiornato, si puo
anche installare la sorgente .targz.

Sotto Windows bisogna andare in base e
scaricare il file rw2001.exe.

Benché si tratti di un linguaggio ad alto li-
vello, gli ideatori di R preferiscono presen-
tare R come linguaggio con cui lavorare in
linea e non mediante ’esecuzione di pro-
grammi scritti su files. Oggigiorno cid non &
perfettamente comprensibile ed & possibile
scrivere programmi e farli eseguire nel mo-
do familiare ai programmatori con la tecni-
ca che adesso descriviamo.

Prima creiamo una nuova cartella Pro-
grammi in cui vogliamo svolgere un deter-
minato lavoro. In essa creiamo le due sotto-
cartelle Esempi e Libreria. Nella prima con-
serveremo i nostri esempi; essa non € neces-
saria per la programmazione. Il contenuto
della seconda puo essere copiata dal sito del
corso.

Sotto Windows dobbiamo creare in Pro-
grammi un alias per R, in modo che i nomi
dei files possano essere indicati in forma ab-
breviata.

Nella stessa cartella Programmi copiamo
adesso il file alfa dal sito del corso. Il pro-
gramma principale (che cambia ogni volta
a seconda dell’esperimento che stiamo ese-
guendo) risiedera nel file programma che
avra quindi funzioni simili a quelle del fi-
le alfa.c dei nostri programmi in C. Quan-
do un esperimento ci sembra interessante e
ben riuscito, lo copiamo da programma in
un file della cartella Esempi.

Poi lavoriamo in questo modo: Facciamo
partire R e battiamo, solo in questa fase,

source("alfa")

risp. source("alfa.txt") sotto Windows.
Possiamo fare a meno di questo comando, se
utilizziamo il file .Rprofile. Successivamen-
te, dopo ogni cambiamento nel file program-
ma, & sufficiente battere Alfa() dal termi-
nale oppure ripetere questo comando usan-
do il tasto 1. Si esce da R con q(), rispon-
dendo no alla domanda se vogliamo salvare
Pambiente di lavoro.

Lo scopo del file alfa & quello di rendere
disponibile la funzione di esecuzione gene-
rale Alfa che a sua volta carica le funzio-
ni contenute nella cartella Libreria. Il co-
mando source("alfa") & necessario solo al-
la partenza di R perché, come si vede dal
listato, verra automaticamente eseguito ad
ogni chiamata di A1fa.

In questo modo ogni cambiamento in pro-
gramma o in uno dei files della cartella Li-
breria, diventa effettivo.

La prima riga di alfa serve a cancellare tut-
ti gli oggetti definiti precedentemente.

rm(list=1s())

Caricalibreria = function ()

{for (x in dir("Libreria",
full .names=TRUE,recursive=TRUE))
source(x)}

# Sotto Windows "alfa.txt"
# e "programma.txt".

Alfa = function ()
{source("alfa")
Caricalibreria()

source ("programma")}

A parte 'aggiunta dei suffissi, il file alfa
non deve essere modificato.

11 file .Rprofile

Se la nostra cartella (la stessa in cui si tro-
vano alfa e programma) contiene un file
.Rprofile, i comandi contenuti in questo file
vengono eseguiti all’inizio di ogni sessione
in R. Inseriamo quindi in esso l'istruzione

source("alfa")lisp‘source("alfa.txt")

potendo cosi successivamente fare a meno
di battere questo comando ogni volta che
apriamo R. Siccome il file .Rprofile rimane
nascosto nei normali cataloghi delle cartelle
e talvolta anche nel browser, conviene crea-
re prima un file Rprofile e di questo un alias
con il nome .Rprofile riconosciuto da R.

Calcolo di S(z), w(x) e 2(x)

Rimandiamo qui e nel seguito al corso di
Algoritmi 04/05 per i termini riguardanti R
non spiegati nel testo, utilizzando il seguen-
te formato in cui i numeri alla destra corris-
pondono alle pagine del corso di Algoritmi.

Nomi in R 17
Assegnamento | 17
Commenti 18
function 17, 22
c 18
repeat, break 40
is.element 33
union 33
Wh 32
cat 17
for 40
a:b 22
seq 18

Alcuni concetti della programmazione in R
verranno comunque ripresi o introdotti an-
che in questo corso.

Non & difficile calcolare l'orbita di z. Pos-
siamo usare il seguente algoritmo, espresso
prima in pseudolinguaggio:

A= {z}

repeat: z = f(z)
if (z € A) return A
A=AUz

end repeat

B quasi immediata la traduzione in R:

Din.orbita = function (x,f)
{A=c(x)

repeat {x=f(x);

if (is.element(x,A)) return(A)

A=c(A,x)}}

Si osservi che per I'unione abbiamo usato
listruzione A=c(A,x) e non A=union(A,x), es-
sendo la seconda sensibilmente piu lenta
della prima.

Il return di R richiede che I'argomento sia
racchiuso tra parentesi.

Per calcolare w(z) osserviamo che, per il teo-
rema 2.10, d(z) coincide con il pil1 piccolo nu-
mero naturale & per il quale esiste unn > 0
talechez + k+n==z+k.

Cio significa che w(z) & il primo punto che
si ripete nell’algoritmo che abbiamo usato
per lorbita. E sufficiente quindi sostituire
return(A) con return(x):

Din.omega = function (x,f)
{A=c(x)

repeat {x=f(x);

if (is.element(x,A)) return(x)

A=c(A,x)}}

Dal corollario 2.11 sappiamo infine che
Q(z) = S(w(z)):

Din.Omega = function (x,f)
{Din.orbita(Din.omega(x,f),f)}

Consideriamo il sistema dinamico (X, f) in
cui X = {0,...,19} ed f : X— X & defini-
tada

f(z) = (422 + 11z + 14) mod 20
La funzione corrisponde alla tabella

WO~ WNFO

che otteniamo con

f = function (x) (4*x~2+11%x+14)%%20
for (i in 0:19) {cat(i,f(i),’\n”)}

Disegnare il grafo del sistema. Si vede che il
sistema possiede 6 componenti connesse che
corrispondono agli insiemi invarianti mini-
mali {3}, {13}, {8,18}, {7}, {17} e {2,12}.

Nel prossimo numero creeremo una fun-
zione in R per un primo disegno automatico
e piuttosto imperfetto del grafo di un siste-
ma dinamico finito.

Corso di laurea in matematica A

Laboratorio di programmazione
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Frecce In questo numero
Nel disegno di grafi, ma anche nei diagrammi commutativi della mate- 4  Frecce
matica pura, sono molto utili funzioni per le frecce. R offre a questo scopo Frecce accorciate
la funzione arrows, di cui usiamo il prototipo (perché le funzioni di R pos- Gd.grafica e Gs.postscript
sono essere spesso utilizzate con numerose configurazioni dei parametri) 5  Freccia con uncini nel mezzo
lines e polygon
arrows(x1,y1,x2,y2,length=0.25,angle=30) Rotazioni

Ellissi e cerchi

in cui x1,y1 e x2,y2 ' j j . , ,
in cul x1,y1 e x2,y2 sono le coordinate dei due punti che vengono con Linea con cerchietto colorato

giunte dalla freccia, length e la lunghezza in pollici degli uncini alla Liste
punta, angle ¢ l'angolo tra gli uncini e l'asta della freccia. Noi misurere- Pquale
mo la lunghezza in centimetri e dobbiamo quindi dividere questi valori 6 Argomentiignoti (...)
per 2.54; Uangolo sara preimpostato a 20 gradi. match
Oltre a questo vogliamo, come faremo sempre nella grafica, rappresen- Din.grafo
tare i punti del piano come numeri complessi le cui coordinate reali si 7 Rotazione e scambio dei punti

ottengono mediante le funzioni Re e Im per le parti reali e immaginarie. Punti iniziali

Una prima semplice funzione per le frecce sarebbe quindi

Freccia = function (z1,z2,punta=0.32) Gd-gl‘aﬁca e GS-pOStSCI'lpt

1),Im(z1 2),Im(z2) ,length=punta/2.54 le=2 . N .
{arrows(Re(z1),In(z1),Re(22),, Im(22) , length=punta/2.54, angle=20) } Come nel corso di Algoritmi useremo la funzio-

ne plot soltanto per predisporre la finestra gra-
fica, non per il disegno stesso. plot non apparira
quindi esplicitamente nei nostri programmi, ma
solo come elemento della funzione Gd.grafica
che & usata per la grafica sia sullo schermo che
in un file PostScript:

Gd.grafica = function (x,y,cornice=T,
rxy=1,assi=FALSE,marg=0)

{par (mai=rep(marg,4),omi=c(0,0,0,0),1wd=0.5) ;

plot(x,y,type="n",xlab="",ylab="",
asp=rxy,axes=assi,frame.plot=cornice)}

Otteniamo questa figura come file in formato PostScript con le istruzioni

Gs.postscript("04-frecciasemplice.ps",10,2)
latox=c(0,5); latoy=c(0,1); par(bg="yellou")

Gd.grafica(latox,latoy) . . . N
Fregcia(o.3+0.2i:4.5+g.8i,punta=0.5) A differenza dal corso di Algoritmi, la cornice &

dev.off () preimpostata con cornice=T.

Per vederla sullo schermo é sufficiente togliere (o commentare preponendo Vero e falso in R sono dati dai valori TRUE e FALSE
che possono essere abbreviati come T e F. Avvie-

il simbolo #) la prima riga e inserire loc§tor(1) come penultimo coman- ne comunque una conversione automatica di va-
do. In entrambe le modalita non dimenticare dev.off () alla fine; questo lori numerici diversi da zero a TRUE o viceversa

comando chiude il dispositivo grafico. a seconda del contesto e quindi come in C nelle
condizioni ad esempio di if e while espressioni
numeriche vengono considerate vere se e solo se
sono differenti da zero.

Frecce accorciate
print(as.logical(c(0.5,0,-0.3,T,0)))

Spesso i due punti z1 e z2 del piano, tra i Gdf = function (z1,z2,punta=0.32, # output: TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE
quali si vuole disegnare una freccia, servo- d1=0,d2=0)
no solo come riferimenti di direzione, men- {r=abs(z2-z1); if (d1+d2>=r) return() .. L. .

. L . if ((d1==0)&(d2==0)) Per conservare un’immagine in un file di forma-
tre si vorrebbe che la freccia si fermi a una p to PostScript si usa il commando postscript che
certa distanza da questi punti. Dobbiamo {arrows(Re(z1),1In(z1),Re(22),In(22), . rp . P "1p

R . R length=punta/2.54,angle=20)} abbiamo incorporato in una nostra funzione nel
quindi congiungere con una freccia i pun- ]
4 he si t 1 to ch else {pl=z1+(d1/r)*(z2-z1) modo seguente:
unisce o1 © 25 alle distanze, ad esemplo d;  BL(zmad)/m)s(a2-al)
z1ez2 ’ P1o.d1 Gdf (p1,p2,punta=punta)}} Gs.postscript = function (file,larg,alt)

e ds, dai due punti di riferimento. Se r &

. . tscript(file,width=1 2.54,
la distanza tra z; e z2, abbiamo {postscript (file,wi arg/2.5

height=alt/2.54, horizontal=FALSE,

p1 = 21 + t1(z2 — 21) Alcuni richiami al corso di Algoritmi: onefile=FALSE, paper='"special")}
=z ta(z2 — 2z . :
P2 =21+ ta(z2 — 21) Numeri complessi | 22-24 Larghezza e altezza si riferiscono alle misure
con Re, Im 22 dell'immagine quando viene stampata e sono in-
d r—d abs 42 dicate in centimetri.
t1 = o e to = r—a if ... else 33
r T Grafica, plot 19,22 i i i .
Per calcolare la distanza r usiamo la fun- 19 Se si esegue i programma per la_ frecc_la su que
. . . par sta pagina togliendo la prima riga, si vede per
zione abs. Le distanze d; e d2 sono preim- ostscript 19. 36 h 1 . la fi a h
ostate a 0; se di + ds > r. la freccia non P P > un 1st§1ntg ampeggiare la nestra grafica c! e
siene dise ’nata = locator 19 perd si chiude subito. Per poterla guardare bi-
g ’ dev.off 19 sogna inserire locator (1) come penultima riga;

il parametro 1 indica che il programma aspetta
che clicchiamo una volta sull'immagine prima di
chiuderla.




LABORATORIO DI PROGRAMMAZIONE  a.a. 2004/05

Numero 2 5

Freccia con uncini nel mezzo

Una freccia con gli uncini nel mezzo tra due
punti z1 e z2 pud essere ottenuta calcolando
il punto p := 21 + 0.55 * (22 — 21) (legger-
mente spostato verso zo per lasciare spazio
agli uncini) e unendo prima z; a p con una
freccia e poi p a z2 con un segmento di ret-
ta. Un segmento di retta puo essere ottenu-
to nel modo piu semplice usando la funzio-
ne per le freccie con il parametro punta, che
definisce la lunghezza degli uncini, uguale
a 0. Anche per questa funzione prevediamo
i parametri d1 e d2 di Gdf.

Gdf .mezzo = function (z1,z2,punta=0.32,
d1=0,d2=0)

{p=21+0.55%(22-21)

Gdf (p,z2,punta=0,d1=0,d2=d2)

Gdf (z1,p,punta=punta,di=d1,d2=0)}

lines e polygon

La funzione lines possiede (nel modo in cui
la useremo noi) come argomenti principa-
li un vettore v di numeri complessi oppure
due vettori x e y di numeri reali. Nel primo
caso unisce i punti rappresentati da v, nel
secondo caso unisci i punti che si ottengono
raccogliendo successivamente ’ascisse da x
e lordinata dalla stessa componente di y. Le
istruzioni

lines(c(2+1i,3-2i,6+4i))

lines(c(2,3,6),c(1,-2,4))

sono percio equivalenti. Si pud indicare il
colore del tracciato mediante il parametro
col; per gli altri parametri facoltativi vede-
re ?lines.

lines viene spesso usata per disegnare
grafici di funzioni e di curve parametriche
piane. Il grafico del coseno si ottiene ad
esempio con

x=seq(-2*pi, 2*pi,by=0.01)
lines(x,cos(4#%x))

la cuspide y2 = 3, che possiede la rappre-
sentazione parametrica x = t2,y = ¢, con

t=seq(-10,10,by=0.01)
lines(t~2,t"3)

La funzione polygon &€ molto simile a lines;
anch’essa unisce una successione di pun-
ti, chiudendola perd, mentre per ottenere
un poligono chiuso con lines dobbiamo ag-
giungere il punto di partenza alla succes-
sione. polygon permette inoltre di colorare
I'interno del poligono (oppure di tratteggiar-
lo in vari modi). Useremo soprattutto que-
sta possibilita per disegnare poligoni colo-
rati, e quindi anche rettangoli, cerchi ed el-
lissi (che otteniamo scegliendo successioni
di punti molto ravvicinati). Come lines an-
che polygon permette I'uso di linee inter-
rotte impostando il parametro 1ty; vedere
7par.

I parametri per definire i colori sono
border per il bordo e col per il colore di
riempimento. L'interno del poligono puo es-
sere anche tratteggiato usando i parametri
density e angle.

Rotazioni

Una rotazione per 'angolo a attorno all’origine
nel piano corrisponde alla moltiplicazione con
e*®. Usiamo quindi la funzione

G.rot = function (z,alfa,centro=0,t=1)
{centro+exp(1li*alfa*Cm.pid180) * (z-centro) *t}

™
La costante Cm.pid180 & uguale a 180 e appa-
re nella funzione per poter indicare I’angolo in

gradi; il parametro facoltativo t permette di au-
mentare o diminuire la distanza del punto ruo-
tato dal centro.

Ellissi e cerchi

Le funzioni

Gf.ellisse = function (t,a,b)
{a*cos(t)+1i*b*sin(t)}

Gf.cerchio = function (t,r)
{Gf.ellisse(t,r,r)}

definiscono successioni di punti su un’ellisse o
su un cerchio; se questi punti sono molto vici-
ni (quando nella definizione di t abbiamo usato
una risoluzione sufficientemente fine, ad esem-
pio by=0.01), otteniamo una curva che all’occhio
appare continua, altrimenti un poligono.

Se t varia da 0 a 2, lellisse sara chiusa,
scegliendo un intervallo minore si otterra un ar-
co. Cosi con

Gs.postscript("05-poligoni.ps",
4.8,3.2)
latox=c(0,4.8); latoy=c(0,3.2);
par (bg="yellow")
Gd.grafica(latox,latoy)
t1=seq(0,2%pi,by=0.01)
centrol=1.2+1.2i
cerchio=Gf.cerchio(tl,1)+centrol
polygon(cerchio,col="tan")
t2=seq(0,2*pi,by=pi/4)
centro2=3.6+1.2i
poligono=Gf.ellisse(t2,1.2,0.7)+centro2
poligono=G.rot (poligono,45,centro2)
polygon(poligono,col="red")
t3=seq(0,2*pi/3,by=0.01)
centro3=2.4+2i
arco=Gf.cerchio(t3,0.8)+centro3
lines(arco,col="blue" ,1wd=4)
dev.off ()

otteniamo la figura

Richiami al corso di Algoritmi:

lines 19
polygon 35
Grafici di funzioni | 19, 26-29
Curve piane 28
Tratteggi 35
Rotazioni 21, 28

Linea con cerchietto colorato

Questa funzione & una semplice varia-
zione della funzione Gdf .mezzo che dise-
gna una freccia con gli uncini nel mez-
zo. Stavolta invece degli uncini appare
un cerchietto colorato. L'avremmo potu-
to utilizzare per rappresentare frecce in
entrambe le direzioni, nei sistemi dina-
mici quindi quando si ha simultanea-
mentey = f(z) ed z = f(y).

Gdf.cerchio = function (z1,z2,r=0.08,
d1=0,d2=0, col=1)

{p=21+0.5%(z2-z1)

Gdf (z1,z2,punta=0,d1=d1,d2=d2)

t=seq(0,2%pi,by=0.01)

cerchio=p+Gf.cerchio(t,r)

polygon(cerchio,col=col)}

Liste

Mentre i componenti di un vettore devo-
no essere tutti dello stesso tipo e quando
ad esempio si definisce

v=c(1,2,"a")

anche i componenti numerici vengono
convertiti in stringhe, come si vede con

v=c(1,2,"a")
print(v)
# Output: "1" I|2|| Ilal|

Liste vengono create con il comando

list e possono contenere altre liste o

vettori come componenti:
L=1list(1,2,"a",c(2,4))

Li-esimo elemento di una lista L lo si ot-
tiene con LL[i]].

P.quale

Creiamo adesso una funzione, simile al-
lo switch e all’operatore ternario punto
interrogativo del C, che permette di defi-
nire rapidamente funzioni mediante un
elenco dei valori che la funzione assume.
Esempi:

P.quale(x,5,v1,8,v2) & uguale a vl se
x & uguale a 5 e uguale a v2, se x & uguale
a 8, e corrisponderebbe quindi in C a

x==5 7 vl : x==8 7 v2

mentre P.quale(x,5,v1,8,v2,v3) assu-
me gli stessi valori dell’espressione pre-
cedente per x uguale a 5 0 ad 8, e il valo-
re v3 in tutti gli altri casi, corrisponden-
do quindi in C a

x==5 ? vl : x==8 7 v2 : v3

La funzione & cosi definita in R:

P.quale = function (x,...)
{a=list(...); i=1; n=length(a)
while (i<n)

{if (x==al[[il]) return(al[i+111)
i=i+2}

if (i==n) return(al[n]])}

x e 1 valori con cui viene confrontato
devono essere numerici. Si noti 'uso di
list(...) in funzioni con un numero va-
riabile di argomenti.
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Argomenti ignoti (...)

In una funzione si possono usare anche argo-
menti non noti in anticipo; essi vengono in-
dicati con .... Nel corpo della funzione que-
sti argomenti devono poi essere trasformati
in una lista con un’istruzione della forma

a=list(...)

spesso unita a un’istruzione che ha lo scopo di
determinare il numero degli argomenti, per
esempio

n=length(a)

come nella definizione di P.quale.

match

match(x,a) restituisce I'indice della prima ap-
parizione di x nel vettore o nella lista a. Se x
non appare in a, il valore restituito & NA.

Altri richiami:

Funzioni d’aiuto | 16

round 25
length 42
NA 32
is.null 35
text 26-28
lwd 19

Indici vettoriali 40

Din.grafo

Definiamo adesso una funzione che disegna
il grafo di un sistema dinamico finito (X, f).
X deve essere rappresentato come un vettore
di numeri. Proviamo prima con una versione
molto semplice a cui aggiungeremo successi-
vamente altre funzionalita per ottenere uno
strumento che, in modo semiautomatico, for-
nisce risultati piuttosto soddisfacenti.

Din.grafo = function (X,f,r=2,
cex=0.5,1wd=0.8,punta=0.2)

{n=length(X);
t=seq(0,length=n,by=2%pi/n);

centri=round (Gf.cerchio(t,r),2)

t=seq(0,2*pi,by=0.01)
cerchio=Gf.cerchio(t,0.2)

for (k in 1:n)

{polygon(cerchio+centri[k],col="yellow");
polyg y

text (Re(centri[k]),Im(centrilk]),
X[k],cex=cex)}

par (lwd=1wd)

for (x in X) {y=f(x); if (y!=x)

Gdf .mezzo(centri[match(x,X)],
centrilmatch(y,X)],
punta=0.2,d1=0.2,d2=0.2)}}

Abbiamo suddiviso il codice in gruppi di istru-
zioni separati da righe vuote. Il primo gruppo
consiste dell'intestazione, in cui oltre ai para-
metri X ed £ che definiscono il sistema dina-
mico appare il raggio r (in centimetri) del cer-
chio su cui verranno disposti i dischetti che
rappresentano i punti del sistema.

Nel secondo gruppo vengono calcolati i cen-
tri di questi dischetti.

11 terzo gruppo definisce semplicemente la
forma dei dischetti rappresentata da un cer-
chio di raggio 0.2 nell’origine.

Nel quarto gruppo per ogni punto del si-
stema il cerchio viene trasferito nella posi-
zione del dischetto corrispondente (data da
cerchio+centri[k]); il dischetto viene dise-
gnato mediante polygon e colorato di giallo;
con text facciamo apparire nel dischetto il
nome del punto che in questa prima versio-
ne & semplicemente il numero a cui il punto
& uguale.

Nell’ultimo gruppo disegniamo le frecce
(con uncini nel mezzo) da x a £ (x) per tutti
i punti che non sono punti fissi. Si noti qui
che i centri sono numerati da 1 a n, dobbia-
mo quindi calcolare con match la posizione
con cui x appare nel vettore X. Se ad esem-
pio X & uguale a <¢(5,1,7,9,8), al punto 7
corrispondera il dischetto in centri[3].

Applichiamo adesso questa prima versio-
ne al sistema considerato a pagina 1.

X=1:8

f = function (x)

P.quale(x,1,3,2,8,3,3,4,7,5,1,6,7,
7,8,8,3)

Gs.postscript("06-dingrafo-1.ps",
4.8,4.8)

lato=c(-2.4,2.4); par(bg="#ccff99")

Gd.grafica(lato,lato,cornice=T)

Din.grafo (X,f)

dev.off()

otteniamo cosi

® ®
@

Quando guardiamo la figura sullo schermo
useremo piuttosto le impostazioni cex=1,
lwd=1, punta=0.3.

Possiamo facilmente migliorare la figu-
ra, senza modificare la funzione Din.grafo
stessa, semplicemente raggruppando in
modo diverso i punti del sistema, cercan-
do di porre vicini tra di loro i punti uniti da
frecce. Ad esempio con

X=c(4,6,7,8,2,5,1,3)

otteniamo in questo sistema molto sempli-
ce gia un grafo in cui le frecce non si inter-
secano piu:

Vogliamo adesso fare in modo che i pun-
ti periodici, cioé i punti z € X per cui
z coincide con w(z), siano contrassegnati
da un bordo rosso nel dischetto che li rap-
presenta. A questo aggiungiamo le seguen-
ti istruzioni alla fine della definizione di
Din.grafo:

for (x in X) if (x==Din.omega(x,f))
lines(cerchio+centril[match(x,X)],
col="red",1lwd=2)

Nonostante la nostra funzione richieda che
gli elementi di X siano rappresentati da
numeri, vorremmo talvolta indicare i punti
del sistema nel grafo anche con altri nomi.

Aggiungiamo per questa ragione ai pa-
rametri di Din.grafo una funzione nomi,
uguale nella preimpostazione all’identita,
che fornisce i nomi che vengono usati
nell’istruzione text del quarto gruppo, so-
stituendo in questa X[k] con nomi (X[k]).La
definizione di Din.grafo a questo punto & la
seguente:

Din.grafo = function (X,f,r=2,
cex=0.5,1wd=0.3,punta=0.2,
nomi=function (x) x)

{n=length(X);
t=seq(0,length=n,by=2*pi/n);

centri=round(Gf.cerchio(t,r),2)

t=seq(0,2*pi,by=0.01)
cerchio=Gf.cerchio(t,0.2)

for (k in 1:n)

{polygon(cerchio+centrilk],col="yellow");

text (Re(centril[k]),Im(centrilk]),
nomi (X[k]) ,cex=cex)}

par (lwd=1wd)

for (x in X) {y=f(x); if (y'!'=x)

Gdf .mezzo(centri[match(x,X)],
centril[match(y,X)],
punta=punta,d1=0.2,d2=0.2)}

for (x in X) if (x==Din.omega(x,f))
lines(cerchio+centril[match(x,X)],
col="red",1lwd=2)}

Con

nomi = function (x)
P-quale(x,l’I|all’2,l|bll’3,llcll,4,Ildl!,
S,Ile",G,Hf",7’||g||,8,l|hll)

X=c(4,6,7,8,2,5,1,3)
f = ... # come prima

Gs.postscript ("06-dingrafo-3.ps",4.8,4.8)

lato=c(-2.4,2.4); par(bg="#ccff99")
Gd.grafica(lato,lato,cornice=T)
Din.grafo(X,f,nomi=nomi)

dev.off ()

otteniamo allora la figura
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Rotazione e scambio dei punti
Consideriamo adesso il sistema (X, f) in
cui X ={0,...,19} e f & definita da

f(z) == (22® + 13z + 8) mod 20
Sostituendo

9

=0:1
= function (x) (2*x"3+13*x+8)%%20

nell’ultimo programma a pagina 6 e rinun-
ciando ai nomi otteniamo la figura

Seguendo le frecce, non e difficile intrav-
vedere le componenti connesse del sistema,
quindi proviamo con

X=c(1,3,5,7,9,2,10,18,14,6,4,8,
0,16,12,11,13,19,15,17)

ottenendo

Per rendere il grafo piu chiaro, vogliamo
spostare alcuni dei punti girandoli attorno
all’origine oppure scambiandoli tra di loro.
A questo scopo aggiungiamo ai parametri di
Din.grafo una funzione rotazioni che resti-
tuisce per ogni punto 'angolo di rotazione e
il fattore t nella funzione G.rot a pagina 5
e un vettore che elenca le coppie di punti da
scambiare. Le preimpostazioni sono:

scambi=c()
rotazioni=function (x) c(0,1)

La versione finale di Din.grafo & quindi:

Din.grafo = function (X,f,r=2,
cex=0.5,1wd=0.3,punta=0.2,
nomi=function (x) x, scambi=c(),
rotazioni=function (x) c¢(0,1))

{n=length(X);
t=seq(0,length=n,by=2%pi/n);
centri=round (Gf.cerchio(t,r),2)

for (k in 1:n) {u=rotazioni(X[k]);
centril[k]=G.rot(centril[k],u[1],t=ul2])}

m=length(scambi) /2

if (m>0) for (k in 1:m)
{x=scambi[2%k-1]; y=scambil[2xk]
ix=match(x,X); iy=match(y,X)
cx=centril[ix];

centrilix]=centriliy]; centriliyl=cx}

t=seq(0,2*pi,by=0.01)
cerchio=Gf.cerchio(t,0.2)

for (k in 1:n)
{polygon(cerchio+centri[k],col="yellouw");
text (Re(centri[k]),Im(centrilk]),

nomi (X[k]),cex=cex)}

par (lwd=1wd)

for (x in X) {y=f(x); if (y!=x)

Gdf .mezzo(centri[match(x,X)],
centril[match(y,X)],
punta=punta,d1=0.2,d2=0.2)}

for (x in X) if (x==Din.omega(x,f))

lines(cerchio+centrilmatch(x,X)],
col="red",1lwd=2)}

Portiamo adesso i punti periodici piu vicini al
centro utilizzando come parametro rotazioni
la funzione

rota = function (x)
{if (x==Din.omega(x,f)) <¢(0,0.6)
else c(0,1)}

ottenendo

Spostiamo ancora i punti 3 e 11 con la modi-
fica

rota = function (x)

{if (x==Din.omega(x,f)) u=c(0,0.6)
else u=c(0,1)
P.quale(x,3,c(30,0.6),11,c(70,0.3),u)}

e otteniamo

Punti iniziali

Situazione 7.1. (X, f) sia un sistema di-
namico finito ed z,y € X.

Definizione 7.2. Q(X) := |J Q(z)
sia I'insieme di tutti i puntim;exriodici di X.
Definizione 7.3. S*(z) := S(z) \ .
Definizione 7.4. z si chiama un punto ini-

ziale di X, se non & successore di un punto
non periodico # z.

Osservazione 7.5. L'insieme dei punti non
iniziali coincide quindicon |J ST (x).

z€Q(X)
Otteniamo percid I'insieme dei punti ini-
ziali con il seguente algoritmo:

N=90
for z € X
if (z==w(z)) continue
N =NuUS*(z)
end for
return X \ N

che possiamo direttamente tradurre in R,
utilizzando listruzione next che in R cor-
risponde al continue:

Din.iniziali = function (X,f)

{N=c(); for (x in X)

{if (x==Din.omega(x,f)) next
N=union(N,setdiff (Din.orbita(x,f),x))}
setdiff (X,N)}

Calcoliamo ad esempio i punti iniziali del
sistema considerato su questa pagina:

=0:19

= function (x) (2*x"3+13*x+8)%%20
print(Din.iniziali(X,f))

# output: 2 47 9 12 14 17 19

Analizzando il grafico ci convinciamo facil-
mente che il risultato & corretto.

Osservazione 7.6. x ¢ periodico se e solo
se esiste y # x tale che S(z) = S(y).

Dimostrazione. Cido segue direttamente
dall’osservazione 2.22 e dal teorema 2.10.

Proposizione 7.7. z ¢ un punto iniziale se
e solo se S(zx) & un orbita massimale.

Dimostrazione. (1) z sia un punto inizia-
le ed S(z) G S(y). Cio implica 2 € S(y)
e quindi y deve essere un punto periodi-
co, perché y # z ed x & un punto iniziale.
Ma allora S(z) = S(y) per il teorema 2.10,
una contraddizione.

(2) S(z) sia un’orbita massimale ed
z € ST(y). Allora S(z) C S(y) e dalla
massimalita segue S(z) = S(y). Siccome
y # z, losservazione 7.6 implica che y &
periodico.

Esercizio 7.8. Per un sottoinsieme A # 0
di X sono equivalenti:

(1) A & una catena massimale.

(2) A & una catena invariante massimale.
(3) A & un’orbita massimale.

(4) A & orbita di un punto iniziale.
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Orbite minimali e massimali

Situazione 8.1. (X, f) sia un sistema dina-
mico finitoed z,y € X.

Osservazione 8.2. A sia un sottoinsieme di
X. Allora sono equivalenti:

(1) A e orbita di un punto periodico.
(2) A é un insieme invariante minimale.
(3) A e un’orbita minimale.

Dimostrazione. (1) < (2): Teorema 2.10.

(2) = (3): A sia invariante minimale.
Per la proposizione 2.2 A & un’orbita. Per la
minimalitd A non puo contenere un’orbita
diversa da A, perché un’orbita & un insieme
invariante non vuoto.

(3) = (2): A sia un’orbita minimale e B
un sottoinsieme invariante non vuoto conte-
nuto in A. Sia b € B. Allora S(b) C B C A.
Per ipotesi perd A & un orbita minimale e
quindi S(b) = A. Cio implica che anche
B = A.

Osservazione 8.3. Ogni orbita é contenuta
in un’orbita massimale. Quindi anche ogni
punto é contenuto in un’orbita massimale.

Dimostrazione. Siccome X & finito, ogni
catena ascendente di sottoinsiemi, e quindi
anche ogni catena ascendente di orbite, deve
terminare.

Corollario 8.4. Ogni punto ¢ contenuto
nell’orbita di un punto iniziale.

Dimostrazione. Per 'osservazione 8.3 ogni
punto & contenuto in un’orbita massimale.
Questa, per la proposizione 7.7, & 'orbita di
un punto iniziale.

Definizione 8.5. Denotiamo con I := I(X)
I'insieme dei punti iniziali di X e poniamo
I(z):={uel|xzeSu)}

I(z) & quindi I'insieme dei punti iniziali nel-
la cui orbita = & contenuto.

Definizione 8.6. Diciamo che z raggiunge
un sottoinsieme A di X, se S(z) N A # 0.

Osservazione 8.7. Un’orbita ¢ allo stesso
tempo minimale e massimale se e solo se & or-
bita di un punto periodico e non é raggiunta
da punti esterni ad essa.

Componenti connesse di un sistema dinamico finito

Lemma 8.8. Per ogni n € Nesiste r > n tale
che z +r = w(x).

Dimostrazione. h sia il periodo asintotico
di X. Allora h > 1, percio esiste j € N tale
che d(z) + jh > n. Inoltre

z + d(z) + jh = w(z) + jh = w(z)
Teorema 8.9. Sono equivalenti:

(1) S(z)N S(y) #0.
(2a) w(z) € S(y).
(2b) w(y) € S(x).
(3a) Q(z) C S(y).
(3b) Q(y) C S(z).
4 Qz) = Qy).

Dimostrazione. (1) — (2a): Per ipotesi
esistono n,m € Ntalichez +n = y + m.
Per il lemma 8.8 esiste k£ > 0 tale che

w)=z+n+k=y+m+keSy).

(1) = (2b): Nello stesso modo.

(2a) = (3a): Per il corollario 2.11 e
I'invarianza di S(y) abbiamo

Q(z) = S(w(z)) C S(y).

(2b) = (3b): Nello stesso modo.

(3a) = (4): Lunico sottoinsieme inva-
riante minimale contenuto in S(y) & Q(y).

Ma anche Q(z) & invariante minimale, quin-
di Q(z) e Q(y) devono coincidere.

(8b) = (4): Nello stesso modo.
(4) = (1): Chiaro.
Definizione 8.10. Per il teorema 8.9 possia-

mo introdurre una relazione di equivalenza
~. su X ponendo

T ~ey = Q) = Qy)
In questo caso diciamo anche che i punti z

ed y sono connessi (tra di loro). Per la condi-
zione (1) del teorema 8.9 cio accade se e solo

se si puo arrivare da = ad y andando avan-
ti sull’orbita di z fino a quando si incontra
un punto dell’orbita di y e percorrendo poi
quest’ultima all'indietro,

Le classi di equivalenza che cosi ottenia-
mo si chiamano componenti connesse (dette
spesso semplicemente componenti) del siste-
ma. Esse sono evidentemente le componenti
connesse del grafo non diretto che si ottiene
dal grafo del sistema ignorando le direzioni
delle frecce. La classe di equivalenza di x &

C(@) :={y € X | Qy) = =)}

Per la definizione stessa le componenti di
X corrispondono biunivocamente alle or-
bite minimali; ogni componente contiene
un’unica orbita minimale.

Osservazione 8.11. Ogni
connessa ¢ invariante.

componente

Dimostrazione. Cio intuitivamente & ovvio
e segue ad esempio dalla condizione (2a) del
teorema 8.9.

Osservazione 8.12. Sia =z € S(y). Allora
C(y) = C(a).

Dimostrazione. L'ipotesi implica
z € S(z) N S(y) e 'enunciato segue dal teo-
rema 8.9.

Corollario 8.13. Sia u € I(z). Allora
C(u) = C(x).

Ogni componente connessa & quindi la
componente connessa di un punto iniziale.

Corollario 8.14. C(z) = U  Sw).
uwelINC(x)

Dimostrazione. Sia y € C(z). Per il corol-
lario 8.4 esiste u € I(y) tale che y € S(u).
Allora C(u) = C(y) = C(=).

In questo numero
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Calcolo delle componenti

Nota 8.15. Lidea dell’algoritmo & la se-
guente.

Per il corollario 8.13 dobbiamo calcolare
solo le componenti connesse dei punti ini-
ziali. Raccogliamo le componenti in un in-
sieme L che nel programma & rappresenta-
to da una lista.

(1) Calcoliamo 'insieme I dei punti iniziali
di X e poniamo L = 0.

(2) Percorriamo con wu tutti gli elementi
dil.

All'inizio di ogni passaggio poniamo la
variabile nuova, che indica che u non
appartiene a una delle componenti che
abbiamo gia iniziato a costruire, ugua-
le a T, calcoliamo = := w(u), lorbita
O := S(u) e la lunghezza attuale m
della lista. Quindi L = {C4,...,Cpn}.

(3) All'interno del ciclo (2), se m > 0 (cfr. il
primo articolo a pagina 9), percorriamo
con k l'insieme {1, ..., m} e controllia-
mo se x € C}. In tal caso sostituiamo
C), con Cj, U O e usciamo dal ciclo (3)
dopo aver posto nuova uguale ad F.

(4) Sempre all'interno di (2), se nuova & an-
cora uguale a T (cioe se in (3) non é sta-
ta trovata un C), esistente a cui si ar-
riva da u), aggiungiamo O come nuovo
elemento ad L. A questo punto il ciclo
(2) ricomincia con il prossimo u € I.

(5) Dopo aver eseguito questi passaggi per
tutti gli elementi di I, restituiamo L co-
me risultato della funzione.

Si noti che solo alle fine dell’algoritmo i
C), sono componenti connesse complete; nei
passi intermedi devono essere ancora riem-
pite unendo agli insiemi gia esistenti le
nuove orbite. L'algoritmo & di natura mate-
matica e non particolarmente efficiente.

Traduciamo I'algoritmo in R:

Din.componenti = function (X,f)
{I=Din.iniziali(X,f); L=1ist();

for (u in I)

{nuova=T; x=Din.omega(u,f);
0=Din.orbita(u,f); m=length(L);

if (m>0) for (k in 1:m)

{C=L[[k]1]; if (is.element(x,C))
{L[[k]]=union(C,0); nuova=F; break;}}
if (nuova) L=c(L,1list(0))}; L}

Si noti, nell'ultima riga, il modo un po’ com-
plicato con cui si aggiunge un vettore come
elemento a una lista.
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Una brutta sorpresa nel for

Nella funzione Din. componenti vista a pagina 8 ap-
pare la sequenza

if (m>0) for (k in 1:m)
che in C corrisponderebbe a
if (m>0) for (k=0;k<m;k++)

I1 programmatore in C sa pero che non & necessa-
rio in questo caso anteporre al for la condizione
if (m>0), perché, se m non fosse maggiore di 0, il
ciclo non verrebbe eseguito.

Perché in R dobbiamo allora inserire if (m>0)?
La ragione & che il for percorre l'insieme 1:m che,
quando m &, come nel nostro programma poteva
accadere, uguale a 0, corrisponde al vettore c(1,0),
e quindi listruzione che segue il for verrebbe ese-
guita due volte, prima per k uguale a 1 e poi per k
uguale a 0.

R infatti definisce a:b per b minore di a come il
vettore c(a,a-1,a-2,...,b), con gli elementi elen-
cati in ordine decrescente. Questa piccola como-
dita puo confondere parecchio il programmatore.

Un esempio con 31 punti

Studiamo il sistema (X, f) in cui
X =4{0,1,...,30}ed f: X— X e datada

f(z) = 23 + 2322 + 7z + 24 mod 31

La prima figura su questa pagina la otteniamo con

L=Din.componenti (X,f)
X=c(L,recursive=T)

rota = function (x)
{if (x==Din.omega(x,f)) u=c(0,0.6)
else u=c(0,1); u}

Din.grafo(X,f,r=7,rotazioni=rota)

Lopzione recursive=T nella seconda riga fa in mo-
do che i vettori che compongono la lista vengano
uniti in un unico vettore.

Provando interattivamente sullo schermo tro-
viamo i seguenti spostamenti con cui otteniamo la
seconda figura:

rota = function (x)

{if (x==Din.omega(x,f)) u=c(0,0.6)

else u=c(0,1)

P.quale(x,27,c(0,0.4),18,c(10,0.4),
8,c(0,0.4),10,c(210,1),22,c(210,1),
7,c(-90,0.8),1,c(130,0.7),29,c(140,0.4), ea

23,¢(130,0.2),26,c(-140,1.2),
9,c(-30,0.7),13,c(0,0.5),28,c(220,0.6) ,u) }
scambi=c(16,17,10,22,30,11,8,18,19,20,9,13)
Si vede gia dalla figura che le componenti connesse
sono state calcolate correttamente. Possiamo an-
che verificarlo numericamente:
=31

3
=0:(n-1)

= function (x)
(x73+23%x"2+7*x+24) %,/n}

L=Din.componenti (X, ) Calcoliamo ancora i punti iniziali con
for (C in L) print(C)
I=Din.iniziali(X,f)

Loutput & corretto: print(I)
3024 1530 8 18 11 6 25 5 7 9 13 20 trovando, in accordo con quanto si veda nella figura,
419 22 10 23 29 1 26
12 2 14 27 21 17 16 3679 12 17 20 22 23 26 28

28
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Decomposizione in alberi

Definizione 10.1. Introduciamo su X una
relazione di equivalenza ~, definita da

Ty Y= w(z) = w(y)

La partizione che si ottiene decompone X
in alberi; ciascuno di questi alberi contiene
esattamente un punto periodico che & allo
stesso tempo I'elemento massimale nell’al-
bero a cui appartiene (rispetto al quasiordi-
ne < introdotto nella definizione 1.7). Natu-
ralmente le classi di equivalenza non sono,
in genere, invarianti, tranne nel caso che
il punto periodico in cui terminano sia un
punto fisso.

E chiaro inoltre che abbiamo una biie-
zione canonica tra le classi di equivalenza
di ~,, e l'insieme Q(X) dei punti periodici
di X. Infatti se consideriamo ’applicazione
suriettiva

w: X — QX)
xr — U.)(ZE)

allora abbiamo la biiezione
QAUX) — X/w

z— w l(2)

che corrisponde al diagramma commutati-
vo nel teorema 12.12 del corso di algoritmi
dell’anno scorso.

Sottoinsiemi biiettivi

Definizione 10.2. Un sottoinsieme in-
variante A di X si dice biiettivo, se
lapplicazione f. & biiettiva.

Nota 10.3. A sia un sottoinsieme invarian-
te minimale di X. Per definizione allora A
non & vuoto e contiene un punto a. Combi-
nando la proposizione 2.2 e il teorema 2.10
vediamo che A = S(a) = Q(a). Viceversa
ogni insieme della forma Q(z) per z € X &
un sottoinsieme invariante minimale. Dalla
proposizione 2.17 segue che f opera su Q(z)
come una permutazione ciclica.

Corollario 10.4. Ogni sottoinsieme invari-
ante minimale di X é biiettivo.

Proposizione 10.5. f sia biiettiva. Allora
ogni punto di X é periodico.

Dimostrazione. Siano = € X ed h il peri-
odo asintotico di x. Allora

h>0ez+d(z)+h=z+ d(x)

Questa equazione pud essere scritta nella
forma

(z+ h) +d(z) =2+ d(z)

Ma con f anche applicazione f%(*) & biiet-
tiva e quindi « + h = z. Siccome h > 0,
vediamo che z & periodico.

Teorema 10.6. Per un sottoinsieme A di X
sono equivalenti:

(1) f(A) = A

(2) A éinvariante e biiettivo.

(3) A é invariante e ogni punto di A & peri-
odico.

(4) A ¢é unione (necessariamente disgiunta
per losservazione 2.5) di orbite mini-
mali.

Dimostrazione. (1) = (2): E chiaro che A
& invariante e che quindi f4 & ben definita
e suriettiva. Ma un’applicazione suriettiva
da un insieme finito in se stesso & biiettiva.

(2) = (3): Applichiamo la proposizione
10.5 al sistema dinamico (A, fa).

(38) = (4): Siccome A & invariante, si
ha A = |J S(a). Per ipotesi ogni punto di
acA
A & periodico, quindi per ogni a € A si ha
S(a) = Q(a), cosicché A = |J Q(a).
acA

(4) = (3): Chiaro.

(3) = (1): Sia @ € A. Per ipotesi a
& periodico, quindi esiste n > 0 tale che
a +n = a. Ciod significa a = f(a +n — 1).
Siccome A & invariante,sihaa+n—1¢€ A
e vediamo che a € f(A).

Nota 10.7. Il teorema 10.6 & una riformu-
lazione e leggera generalizzazione della de-
composizione di una permutazione in cicli,
spesso dimostrata nei corsi di algebra.

Sincronia

Definizione 10.8. I punti = ed y si chia-
mano sincroni, se esiste un n € N tale che
z +n = y + n. In tal caso scriviamo z = y.
La relazione = si chiama la relazione di
sincronia del sistema dinamico dato.

Osservazione 10.9. La relazione di sincro-
nia é una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. Riflessivita e simmetria
sono evidenti. Dimostriamo la transitivita.
Sianoz +n =y +nedy+m =2+ m.
Allora
z+n+m)=y+n+m=y+m+n

=z+m+n=z+(n+m)

Osservazione 10.10. Se x ed y sono sincro-
ni, allora Q(z) = Q(y).

Dimostrazione. Infatti, se z + n = y + n,
allora S(z) N S(y) # 0 e 'enunciato segue
dal teorema 8.9.

Lemma 10.11. Siano = = y ed
r := max(d(z), d(y)). Allora

y+r=z+r=w(x)

Dimostrazione. Siano z + n = y + n con
n € N e ad esempio d(z) > d(y), quindi
r = d(z). Allora

z+d(z)+n=z+n+dz)
=y+n+d)
=y+d=z)+n

Siccome d(z) > d(y), i punti z + d(z)
e y + d(z) appartengono entrambi ad
Q(z) (cfr. osservazione 10.10). Ma su Q(x)
l'applicazione f & biiettiva, percio z+d(z) =
y +d(z).

Teorema 10.12. Sia r := max(d(z), d(y)).
Sono equivalenti:

(1) =y

2 z+r=y+nr

(3) w(z) +d(y) = w(y) + d(z).

Dimostrazione. (1) = (2): Lemma 10.11.
(2) = (1): Chiaro.

(2) = (3): Sia ad esempio d(z) > d(y),
quindi » = d(z). Lipotesi z +r = y + r
implica allora
w(z) =z + d(z)

=y+d@) =y+d) + (d=) - dy))
= w(y) + (d(z) — d(y))

per cui w(z) + d(y) = w(y) + d(x).

(3) = (1): Lipotesi (3) puo essere riscrit-
ta nella forma

=+ (d(z) + d(y)) = y + (d(y) + d(z))
e ci0 implica = 2 y.
Osservazione 10.13. Sia d(z) > d(y).
Allora sono equivalenti:
(1) z =y

2) Q(z) = Q(y) e per ogni k € N con
w(y) = w(z) + k vale, con h := |Q(z)],
k 4 d(z) — d(y) € Nh.

(3) Esisteun k € Ncon w(y) = w(z)+ktale
che, con h := |Q(z)|,

k + d(xz) — d(y) € Nh.
Dimostrazione. (1) = (2): Sappiamo che
Q(z) = Q(y).Siak € Neonw(y) = w(z)+k.
Per il teorema 10.12 abbiamo
w(z) +d(y) = w(y) + d()
=w(x) + k +d(z)

= w(z) + k + (d(z) — d(y)) + d(y)

Per la iniettivita di f su ©(z) cio implica
w(@) = w(@) + k + (d(@) — d(y)

e la proposizione 2.15 implica che
k + d(z) — d(y) € Nh.

(2) = (3): Chiaro, perché Ilipotesi
Q(z) = Q(y) implica che un k con w(y) =
w(z) + k esiste.

8) = (1):Siaw(y) = w(z) + k con
k + d(z) — d(y) = jh per un j € N. Allora

w(y) +d(z) = w(z) + k + d(z)
=w(x) +jh +d(y)
= w(z) +d(y)

Per il teorema 10.12 x = y.

Osservazione 10.14. h sia il periodo asin-
totico di z. Allora © + h =~ z.

Dimostrazione. z + h + d(z) = = + d(z).

Corollario 10.15. Per ogni z € X esiste un
unico z € Q(z) tale che x = 2. Ogni classe
di sincronia é quindi la classe di sincronia di
un punto periodico. Se h ¢ il periodo asintoti-
co di x, per losservazione 10.14 ¢ sufficiente
scegliere j € N tale che jh > d(z). Allora
z = x + jh. Lunicita segue dalla biiettivita
di f sulle orbite minimali.

La classe di sincronia di z la troviamo per-
correndo all’indietro a partire da z e a passi
di h la componente C(z) in tutti suoi rami.

Esercizio 10.16. Disegnare il grafo di un si-
stema dinamico finito e colorare i punti in
modo tale che due punti hanno lo stesso co-
lore se e solo se sono sincroni.
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Linsieme delle parti

Situazione 11.1. X, Y, ... siano insiemi.
A partire dalla situazione 11.9 X ed Y sa-
ranno insiemi finiti.

Osservazione 11.2. Si possono definire i
numeri naturali induttivamente con:

0:=10

1:= {0} = {0}
2:={0,1} = {0, {0}}
3:=4{0,1,2}

n+1:={0,1,...,n}

Useremo spesso l'uguaglianza tra 2 e {0, 1}.
Non é un’abbreviazione!

Definizione 11.3. Denotiamo con Y X Pin-
sieme di tutte le funzioni X —Y.

Osservazione 11.4. Se X ed Y sono finiti,
allora |YX| = |y |1 X!,

In particolare |2%| = 21X1.
Definizione 11.5.Per f : X—Y edy € Y
sia

(F=p)={zeX|fl@)=y}=1""(
e similmente per B C Y
(f€B):=7"4B)
Definizione 11.6. P(X) := {A| A C X} si
chiama l'insieme delle parti di X.

Nota 11.7. Per ogni sottoinsieme A C X
possiamo definire una funzione 14 € 2% po-
nendo
1
1a(z) :=
a(z) {0

sex € A
sex & A

14 si chiama la funzione caratteristica di A;
piu precisamente si dovrebbe scrivere 14, x .
Dalla definizione segue

A=(1a=1)

Sia viceversa data una funzione f € 2%; al-
lora f & univocamente determinata dall'in-
sieme (f = 1), poiché

sex € (f=1)

1
f(w)_{o sez g (f=1)
essendo 0 e 1 gli unici possibili valori di f.
Quindi f = 1(f=1)

Da cio si deduce facilmente una biiezione
naturale tra P(X) e 2%, in cui un sottoin-
sieme A corrisponde alla funzione 14 e una
funzione f all'insieme (f = 1).

P(X) e 2 verranno spesso identificati.

Nota 11.8. Questa unificazione della nota-
zione, precisata nell’articolo a lato sul pro-
dotto cartesiano, porta a un’inconsistenza
non piu risolubile. Infatti, se n & un numero
naturale, 2™ & da un lato un prodotto carte-
siano n-plo, dall’altro lato vorremmo in que-
sto modo denotare anche I'n-esima potenza
aritmetica di 2. Ma queste due interpreta-
zioni non coincidono; ad esempio aritmetica-
mente

22 =4=1{0,1,2,3}
mentre come prodotto cartesiano

2? = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

e, come si vede nella nota 11.12, le coppie
(0,0), ... sono oggetti molto pitt complicati
dei numeri0, 1,2, 3.

Dobbiamo quindi derivare dal contesto la
corretta interpretazione di espressioni della
forma 2™. Un esempio & gia la nota 11.11.

Funzioni booleane

Situazione 11.9. X sia un insieme finito
con n elementi, Y, Z, . . . altri insiemi finiti.

Definizione 11.10. Una funzione booleana
(semplice e espressa sopra X) & una funzio-
ne o : 2% —2. %

a & quindi un elemento di 22 . Identifi-

cando 22~ con P(P(X)), vediamo che a non
& altro che un insieme di sottoinsiemi di X,
cioe un insieme a C P(X). Useremo spesso
questa interpretazione.

E chiaro che per | X| = | Z] la struttura di
22% & isomorfa a quella di 227 percio & la
cardinalita n che conta.

In particolare potremmo anche assumere
che X = n; siccome gli elementi di 2™ sono
n-ple di elementi di 2, si dice anche che a &
una funzione booleana di n variabili.

Piu tardi considereremo anche funzioni
2% _52Y ; queste funzioni sono dette funzio-
ni booleane multiple.

Nota 11.11. Quante funzioni booleane ci so-
no? Se 'insieme X possiede n elementi, allo-

X n .
ra [227 | = 227, dove l'espressione a destra

¢ da interpretare numericamente (cfr. nota
11.8), quindi il numero delle funzioni boolea-
ne cresce nel modo seguente con il crescere
di n:

X
1227 |

2t =2

22 =4

24 =16

28 =256

216 = 65536

232 = 4204676296
264

2128

No otk W RO S

Si vede che ogni volta che si aumenta la car-
dinalita di X di uno, il numero delle funzio-
ni booleane espresse sopra X diventa il qua-
drato di quello precedente. Esistono quindi
moltissime funzioni booleane, gia per 5 va-
riabili sono piu di 4 miliardi, e per 6 variabili
diventano 18 miliardi di miliardi.

In questo numero

11 Linsieme delle parti
Funzioni booleane
11 prodotto cartesiano
12  Vita e codifica
Sistemi di insiemi
Spazi topologici finiti
Grafi
Complessi simpliciali
13  Funzioni booleane monotone
Intervalli e cointervalli in P(X)
14 Forma normale disgiuntiva
Forma normale congiuntiva
Le 16 funzioni booleane binarie

11 prodotto cartesiano

Nota 11.12. Una funzione & spesso definita
come tripla, i cui componenti sono il domi-
nio, il codominio e il grafico della funzione.
Ci0 richiede che abbiamo definito in prece-
denza il concetto di tripla.

D’altra parte vorremmo poter considera-
re coppie e triple come funzioni, vorremmo
cioé che X x Y sia l'insieme di tutte le fun-
zioni f : 2— X U Y tali che f(0) € X e
f(1) € Y eche X x Y X Z sia l'insieme di
tutte le funzioni f : 3— X UY U Z
tali che in pin f(2) € Z. In questo caso
poi avremmo automaticamente uguaglian-
ze X x X = X?2e X x X x X = X3 che
sono in accordo con la definizione 11.3.

Se utilizziamo pero le triple per definire
le funzioni, ci troviamo in un circolo vizioso.

Ne possiamo venir fuori utilizzando nella
definizione di funzione un altro concetto di
tripla che solo, come si dimostra con un po’
di pazienza, garantisce che una tripla sia
univocamente determinata dai suoi compo-
nenti. Definiamo quindi per tre oggetti ma-
tematici a, b, ¢ la coppia ausiliaria o logica
{a,b) := {a,{a,b}} ela tripla ausiliaria o
logica (a, b, c) := {{a, b), c).

A questo punto possiamo riformulare la
definizione di funzione, sostituendo il termi-
ne tripla con tripla logica e il termine cop-
pia che appare nella definizione del grafico
con coppia logica e definire i prodotti carte-
siani come sopra. Elementi di X x Y saran-
no detti coppie e scritti nella forma (z, y) -
ma in verita dovremmo addirittura scrive-
re (z,y)xxy - e similmente per le triple.
La coppia (z,y) € quindi quella funzione
f:2— X UY percui f(0) ==z, f(1) = y.

Formalmente questa coppia & un oggetto
piuttosto complicato:

(z,y) = (2, X VY, {(0,2), (1, 1)})

Se X =Y, la coppia (z,y) € X? & data da
(z,9) = (2, X, {{0,2), (1, ) })

cosicché ad esempio
22 = {(0,0),(0,1), (1,0, (1, 1)}

con
(0,0) = (2,2,{(0,0),(1,0)})

ecc. Vediamo che il concetto di coppia & mol-
to profondo ¢ difficile. E i problemi non sono
finiti, come si vede dalla nota 11.8.
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Vita & codifica

Abbiamo visto che esistono piu di 18 mi-
liardi di miliardi di funzioni booleane di
6 variabili; ma gli ingegneri studiano fun-
zioni booleane con 30 o anche 100 variabi-
li. Di queste ultime ne esistono 22", un
numero che la matematica ci permette di
scrivere, mentre non siamo in nessun mo-
do in grado di elencare o anche solo lonta-
namente immaginare tutte queste funzioni,
perché, se pensiamo che N := 2% & pro-
babilmente superiore al numero di oggetti
nell'universo, di quelle funzioni ne esistono
addirittura 2%V. Il mondo delle funzioni boo-
leane ¢ quindi di una incredibile ricchezza,
& un mondo di strumenti intellettuali a cui
possiamo attingere per descrivere pratica-
mente tutti gli oggetti, fenomeni e leggi del
mondo reale. Per questo la teoria delle fun-
zioni booleane & un mondo di ricerca inten-
sissimo, non solo da parte degli ingegneri
che cercano di studiare e semplificare i cir-
cuiti digitali, ma anche ad esempio, in mo-
do sempre crescente, nella medicina, dove si
cerca di descrivere i meccanismi biochimici
e patologici con modelli booleani.

Dr’altra parte la vita stessa ne & un esem-
pio. Abbiamo I'impressione che un organis-
mo & tanto piu vitale quanto piu & ramifica-
to. Troviamo strutture ramificate negli al-
beri, nell’'organizzazione del sistema vaso-
circolatorio, dei polmoni e del sistema ner-
voso. Persino quando in un oggetto inani-
mato o su un pianeta lontano scopriamo si-
stemi ramificati questo ci da una sensazio-
ne di vita anche quando forse & solo una
somiglianza, un ricordo o una struttura po-
tenziale.

Quindi la ramificazione organizzata &
una delle basi della vita. Anche un pro-
gramma in un linguaggio di programmazio-
ne comincia ad acquistare vita solo quando
ci sono ramificazioni, espresse da istruzio-
ni if ... else. La vita sul nostro pianeta
& organizzata da un codice, il codice geneti-
co, e, in maniera pill nascosta e molto piu
complessa, da sistemi booleani che descri-
vono le regole della vita o del particolare
organismo che in un certo modo & definito
da quelle regole. Senza questa codifica la vi-
ta non avrebbe quella forza interna, quella
pertinacia e quella capacita di rigenerarsi
e di ottimizzarsi che la fa apparire superio-
re al mondo puramente fisico, e nemmeno
quella capacita interattiva che sta alla base
ad esempio dei fenomeni sociali.

Quindi la vita & codifica.

Sistemi di insiemi

Abbiamo osservato nella definizione 11.10
che una funzione booleana & la stessa cosa
come un insieme di sottoinsiemi di un insie-
me finito, un sistema di insiemi. Come ta-
li appaiono nella combinatoria (dove spesso
1 sistemi di insiemi vengono chiamati iper-
grafi) e in molti altri campi della matema-
tica e spesso la sola traduzione di enunciati
da un linguaggio all’altro porta a interpre-
tazioni sorprendenti o utili. Ad esempio una
topologia su un insieme X pud essere defi-
nita indicando 'insieme « degli aperti; se
X é finito, abbiamo una funzione booleana.
Le funzioni booleane monotone (o piuttosto
le funzioni antitone) possono essere identi-
ficate con i complessi simpliciali. Nell’alge-
bra universale si studiano sistemi di chiusi,
anch’essi non sono altro che sistemi di in-
siemi con particolari proprieta.

Spazi topologici finiti

Nota 12.1. In uno spazio topologico X due
intorni di un punto z si intersecano sempre
in un altro intorno di quel punto; per indu-
zione segue immediatamente che un nume-
ro finito di intorni di z & ancora un intorno
di z. Se lo spazio stesso & finito, l'interse-
zione U, di tutti gli intorni di z & un intorno
di z, necessariamente il piu piccolo - infatti
gli intorni di = sono esattamenti quei sot-
toinsiemi dello spazio che contengono U..
Usando una notazione che introdurremo fra
breve cio significa che l'insieme degli intor-
ni di z coincide con U .

Sempre nell’ipotesi che X sia finito, intro-
duciamo su X una relazione < ponendo

z<y:<= Uy, CU,

E chiaro che cio accade se e solo se y € Uy
e che questa relazione & riflessiva e transi-
tiva e costituisce quindi un quasiordine su
X; inoltre (essendo UF = U;F se e solo se
U, = Uy) la relazione < & un ordine par-
ziale (cioé anche antisimmetrica) se e solo
se lo spazio topologico X soddisfa 'assioma
di separazione Ty che chiede che due punti
che hanno gli stessi intorni sono uguali.

Sia viceversa dato un quasiordine < su
un insieme finito X. Se definiamo U, :=
{y € X | y > z} e come intorni di z pren-
diamo tutti i sottoinsiemi di X che conten-
gono U,, otteniamo uno spazio topologico.
Si dimostra adesso, con un po’ di pazien-
za, che le due costruzioni sono una l'inversa
dell’altra e che gli omomorfismi di insiemi
quasiordinati, cioe le funzioni monotone, so-
no esattamente le funzioni continue nell’in-
terpretazione topologica.

Troviamo cosi che spazi topologici finiti e
insiemi quasiordinati finiti sono, a tutti gli
effetti, la stessa cosa. Gli insiemi quasiordi-
nati finiti sono a loro volta uno dei concetti
piu fondamentali della combinatoria (com-
prendono ad esempio i reticoli, ma anche
strutture molto piu generali).

Nota 12.2. Sia X un insieme finito. Un
insieme di insiemi @ C P(X), cioé una
funzione booleana espressa su X, coincide,
come si impara nei corsi di topologia, con
I'insieme degli aperti di una topologia su X
se e solo se gode delle seguenti proprieta:

1) 0€a.
2) X € a.
B U,VeEa=UNVEa.
4 U,VveEa=UUV Ea.

Attenzione: L'assioma (4) pud essere formu-
lato in questo modo solo se X & finito; nel ca-
so generale bisogna chiedere che un’unione
arbitraria di aperti sia ancora un aperto.

Vediamo quindi che la teoria delle funzio-
ni booleane contiene (come una piccola par-
te!) la teoria degli spazi topologici finiti che,
come abbiamo appena visto, non & banale
ma di grande importanza.

Se si rinuncia all’assioma (3) o all’assio-
ma (4) si ottiene una teoria ancora piu ge-
nerale, quella dei sistemi di aperti o quella,
equivalente (per dualita) e piu spesso usa-
ta in molti contesti dell’algebra universale
e della combinatoria, dei sistemi di chiusi.
Queste teorie sono quindi, per insiemi finiti,
anch’esse contenute nella teoria delle fun-
zioni booleane. Oltre che nella matematica
pura vengono da una quindicina di anni ap-
plicate ad esempio a problemi di classifica-
zione in sociologia, biochimica e virologia.

Grafi

Un ipergrafo o tale che |A| = 2 per ogni
A € « si chiama un grafo (semplice). Ogni
tale o da luogo a un grafo nel senso comune
come nell’esempio seguente:

X ={1,2,3,4,5}
a = {{1,2},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}}

Adesso congiungiamo z ed y con una linea
del grafo se e solo se {z,y} € a:

4

Quindi anche la teoria dei grafi fa parte della
teoria delle funzioni booleane.

Complessi simpliciali

Uno dei concetti pitt importanti della topo-
logia combinatoria o geometrica & il concet-
to di complesso simpliciale. Un complesso
simpliciale & un sistema di insiemi « (cioe
una funzione booleana) con la proprieta che
ogni insieme contenuto in un elemento di
appartenga esso stesso ad a. Limportanza
dei complessi simpliciali risiede nel fatto che
mediante essi si possono descrivere le pro-
prieta omotopiche di spazi topologici geome-
trici; per il loro studio & stata sviluppata
una straordinariamente ricca teoria algebri-
ca, detta algebra omologica; per questa ra-
gione la teoria dei complessi simpliciali e le
sue generalizzazioni fanno parte della topo-
logia algebrica. In un certo senso quindi an-
che questo ramo molto sofisticato della mate-
matica pura pud essere inquadrato nella teo-
ria delle funzioni booleane. Viceversa i risul-
tati della topologia algebrica possono spesso
essere applicati a problemi concreti o inge-
gneristici.

I complessi simpliciali possono essere rap-
presentati da figure in R™ come nei seguenti
esempi:

Alla figura piana a sinistra possiamo asso-
ciare il complesso simpliciale a che consi-
ste degli insiemi {1,2,3}, {3,4,5}, {2,5},
{5,6}, {6,7,8} e di tutti i loro sottoinsie-
mi, alla figura 3-dimensionale a destra, in
cui il tetraedro con vertici 1,2,3,4 & pieno, il
complesso simpliciale che consiste degli in-
siemi {17 2,3, 4}’ {27 4, 5}7 {27 5, 6}’ {57 7}’
{7,8,9}, {9,10,11} e di tutti i loro sot-
toinsiemi. Non & molto difficile dimostrare
che ogni complesso simpliciale a pud esse-
re ottenuto da una figura come in questi
esempi (detta talvolta poliedro simpliciale)
inR24+1! se |A| < d+ 1 perogni A € a.
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Funzioni booleane monotone

Nota 13.1. Identifichiamo da ora in avan-
ti sistematicamente le funzioni o : 2% —2
con i sistemi di insiemi o C P(X), usando
la stessa lettera per una funzione booleana
eil sistema di insiemi ad essa corrisponden-
te. Quindi ad esempio

A€a <= a(A)=1

Definizione 13.2. L'insieme 2 = {0,1} &
un insieme parzialmente ordinato con

<= {(070), (0’ 1)7 (17 1)}

Cio corrisponde, nell’identificazione tra 2 e
‘P(1), all'inclusione insiemistica in P(1). Si
noti che 2 (come insieme), con le operazioni
di addizione e moltiplicazione modulo 2 (co-
me numero!) & anche un campo, ma non &
un campo ordinato, perché in un campo or-
dinato a,b > 0 deve implicare a + b > 0,
mentrein2sihal >0,mal+1=0.

Piu in generale l'inclusione insiemistica
in P(X) corrisponde a un ordine parziale
altrettanto naturale su 2% dato da

f<g < f(z) <g(z)perogniz € X
Se A, B C X, abbiamo allora
ACB < 14 <1p

Se X = n, gli elementi di 2% possono anche

essere scritti come n-ple (u1,...,un) e al-
lora abbiamo (u1,...,un) < (vi,...,%n)
se e solo se u; < v; perognii=1,...,n.

Definizione 13.3. Una funzione booleana
a: 2X¥ —2 si dice monotona se

A C B =5 a(A) < a(B)

e antitona se
A C B= a(A) > a(B)

E chiaro che o & monotona se e solo se
AcaeACB=— Bca

quindi se e solo se a contiene con ogni insie-
me anche tutti gli insiemi che contengono
quell'insieme, e che « & antitona se e solo se

ACBE€a=—=Aca
cioe se solo se o € un complesso simpliciale!
Definizione 13.4. Per a C P(X) sia
—a:=P(X)\ a
In altre parole,
A€ -a << A¢a
oppure, nell'interpretazione funzionale,
—a(A) =1 <= a(4)=0
—a(A) =0 <= a(A)=1

E chiaro che —=—a = a.

Osservazione 13.5. Sia o C P(X). Allora
a ¢é antitona (e quindi un complesso simpli-
ciale) se e solo se —a & monotona.

Dimostrazione. Sia A C Be A € —a, cioe
A ¢ a. Se si avesse B ¢ —a, si avrebbe
B € aequindi A € a, perché « & antitona,
una contraddizione. Nello stesso modo o per
simmetria (sfruttando ——a = a) si ottiene
l'altra direzione dell'implicazione.

Intervalli e cointervalliin P(X)

Definizione 13.6. Per o, C P(X) scri-
viamo spesso af invece di a N B. Questa
non & solo un’abbreviazione, ma corrisponde
al fatto che nell'interpretazione funziona-
le all’intersezione corrisponde la moltiplica-

. X
zione nell’anello 227 .

Definizione 13.7. Per P, R C X siano
Pt:={ACX|PcCA}
RT:={ACX|ACX\R}

Abbiamo usato la prima di queste notazioni
gia nella nota 12.1.

P* & I'insieme dei sottoinsiemi di X che
contengono P, mentre

PYTRT={ACX|PCACX\R}

& l'intervallo [P, X \ R] nell'insieme parzial-
mente ordinato P(X) determinato da P ed
X \ R; cfr. nota 13.9.

Gli intervalli di P(X) in logica sono an-
che detti termini booleani o monomi.

Un intervallo che contiene esattamente
un elemento & detto semplice.

Nota 13.8. Per R C X

R ={ACX|ACX\R}
={ACX|RcCX\A}
={ACX|ANR=10}

R~ & quindi I'insieme dei sottoinsiemi di X
che hanno intersezione vuota con R.
Vediamo anche che, per A C X,

AE€R™ <= X\AcRt

Nota 13.9. a,b,c,d siano elementi di un
insieme parzialmente ordinato. Denotiamo
con [a,b] e [c,d] gli intervalli determinati
da questi elementi. Allora:

1) [a,b] =[c,d] D= a=c,b=d.
(2) |[a,b]] =1 <= a=h0.

Si noti che 'enunciato (1) vale solo per in-
tervalli non vuoti; infatti affinche [a, b] = 0,
¢ sufficiente che a € b.

Dimostrazione. (1) In primo luogo abbia-
mo a < bec < d, altrimenti I'intervallo
sarebbe vuoto.

L'uguaglianza implica che a,b € [c,d], e
quindi abbiamo ¢ < a < b < d; ma per
simmetria anche a < ¢ < d < b. Siccome
abbiamo presupposto che < sia un ordine
parziale, da ci0o seguonoa = ce b = d.

(2) Chiaro; bisogna perd usare anche qui
I'ipotesi che si tratti di un ordine parziale.

Corollario 13.10. Siano P,Q,R,S C X
tali che PYR™ = Q1ts~ #0.
Allora P=Q,R=S.
Osservazione 13.11. Sia A C X. Allora
{A}=1[4,4] = At (X \ A)~
Corollario 13.12. Per una funzione boolea-

na ¢ C P(X) sono equivalenti:

(1) o ¢ un intervallo semplice.
(2) o édella forma AT (X \ A)~ per un sot-
toinsieme A C X.

In questo caso o = {A}.

Definizione 13.13. Un cointervallo in un
insieme parzialmente ordinato & il comple-
mento di un intervallo.

Un cointervallo si dice semplice, se & com-
plemento di un intervallo semplice; un coin-
tervallo & quindi semplice se e solo se consi-
ste di tutti gli elementi dell'insieme parzial-
mente ordinato tranne uno.

In logica i cointervalli di P(X) prendono il
nome di clausole booleane.

Nota 13.14. Per P, R C X abbiamo:
1) -Pt={ACX|P¢ A}
(2) ~R~ ={AC X | ANR # 0}.
(3) =(P*TR™)=-PTU-R".

I cointervalli di P(X) coincidono quindi con
gli insiemi della forma =Pt U =R~ con
P,RC X.

Dimostrazione. (1) Per definizione di P+.
(2) Nota 13.8.
(3) Chiaro.

Corollario 13.15. Per una funzione boolea-
na 7 C P(X) sono equivalenti:

(1) 7 & un cointervallo semplice.
(2) 7 é della forma —BT U (X \ B)™ per
un sottoinsieme B C X.

In questo caso = —={B}.

Osservazione 13.16. Siano P,Q, R, S sot-
toinsiemi di X. Allora

PtQt=(PuQt
RS~ =(RUS)”

Dimostrazione. Chiaro.
Proposizione 13.17. Per z € X si ha
z7 = -t
Dimostrazione. Immediata.
Esercizio 13.18. Sia P C X. Allora:
PecpPt

0epP”

Esercizio 13.19. Abbiamo

Xt ={x}
X~ = {0}
0t = P(x)
0~ =P(X)

Esercizio 13.20. Sia P C X. Allora:
-Pt =P~ < |P|=1

Esercizio 13.21. Siano P, R C X. Allora:

prx— — {0} per P=10
0 altrimenti

Pt~ =Pt

Xx+R- = {X} per R=0
0 altrimenti

0TR™ =R~
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Forma normale disgiuntiva

Osservazione 14.1. Siano dati
T1,eoe s Tpy Y1, ..., Yr € X. Allora

$1+"'$:?/1_"'y:

& linsieme di quei sottoinsiemi di X che con-
tengono tutti i punti z1,...,Tp e NESSUNO
dei punti y1, . .., yr. Inoltre

(zf -y )
=z7U...Uz, Uyfu...uyt

Dimostrazione. Il primo enunciato deriva
direttamente dalla definizione 13.7, nel se-
condo usiamo la proposizione 13.17.

Osservazione 14.2. Sia o C P(X). Allora

a= U{Art= U AT(X\4)”
A€a A€a

Nota 14.3. Sia A C X. Possiamo scrivere A

nella forma

A= {a1,...

,Qm}
con gli a; tutti distinti. Allora

X\A={u,..

Sy Un—m}

con gli a; e uj tutti distinti perché | X| = n.
Per 'osservazione 13.11 abbiamo allora

{A} = AT (X \ 4)”

— .t + o= -
=y 0 Uy Uy,

In questa rappresentazione ogni elemento
di X appare esattamente una volta: con
esponente positivo, se appartiene ad A, con
esponente negativo in caso contrario.

Nota 14.4. Riformulando losservazione
14.2 con l'aiuto della nota 14.3, vediamo che
una funzione booleana o C P(X) puo es-
sere rappresentata come unione (compresa
I'unione vuota nel caso che a = 0) di termi-
ni della forma af - --afuy - ul_, .

Questa rappresentazione viene chiamata
la forma normale disgiuntiva (FND) di a.
Essa consiste in pratica semplicemente di
un elenco degli elementi A di «, in cui ogni
volta si elencano sia gli elementi di A che
quelli del complemento X \ A e si dimostra
facilmente che & unica a parte ovvie possi-
bilita di cambi nell’ordine in cui quegli ele-
menti vengono elencati.

Esempio 14.5. Siano X = {z1, 22,23} un
insieme con tre elementi ed @ C P(X) da-
ta dalla seguente tabella, in cui rappresen-
tiamo in modo naturale I'insieme {z2} me-
diante il vettore riga 010 ecc.

1 D) r3 (67
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

La forma normale disgiuntiva di o &

I S -t =t ot pt ot
Ty Ty Ty Uz Zy g Uz oy U Ty Ty

Forma normale congiuntiva

Nota 14.6. Nella forma normale disgiunti-
va ogni funzione booleana & rappresenta-
ta come unione di intervalli semplici. Vo-
gliamo adesso dimostrare che ogni funzio-
ne booleana puo essere anche rappresenta-
ta come intersezione di cointervalli sempli-
ci: questa & la forma normale congiuntiva.

Anche stavolta la dimostrazione & molto
facile e duale a quella precedente. Infatti le
due forme normali sono in un certo senso
rappresentazioni tautologiche: la forma nor-
male disgiuntiva non & altro che un elenco
degli insiemi che sono elementi della fun-
zione booleana a data, la forma normale
congiuntiva corrisponde a un elenco degli
insiemi che non fanno parte di a.

Osservazione 14.7. Sia o C P(X). Allora
—a= U {B}

Bga
e quindi

a= ] ~{B}
Bda
Nota 14.8. Sia B C X. Possiamo scrivere
B nella forma

B:{b1a~~~7bm}

conib; tutti distinti. Allora

X\B:{’Ul,...,’vn_m}

conib; e vy tutti distinti. Come nella nota
14.3 abbiamo allora
{B}=bf’-~~b$v1_ ooy

n—m
cosicché, per 'osservazione 14.1,

—{B}=b7 U...Ub, UvfU...UvT

n—m

Anche qui ogni elemento di X appare esat-
tamente una volta e con esponente positivo
se e solo se appartiene a B.

Nota 14.9. Riformulando losservazione
14.7 con l'aiuto della nota 14.8, vediamo che
una funzione booleana @ C P(X) puo es-
sere rappresentata come intersezione (com-
presa lintersezione vuota nel caso che a
coincida con P(X)) di termini della forma

by U...Ubs Uvf u...uvf

Questa rappresentazione viene chiamata la
forma normale congiuntiva (FNC) di a. Es-
sa non & altro che la negazione della FND
di —a, consiste quindi semplicemente di un
elenco degli elementi di —« a cui poi si app-
lica I'osservazione 14.1.

Esempio 14.10. Nell’esempio 14.5 la forma
normale disgiuntiva di —« &

la forma normale congiuntiva di o & percio
a=(zf Uzd Uzy)(z7 Uzl Uzd)
(z7 Uzy U z;’)(zl_ Uzy Uzy)

Nota 14.11. Sianoa C P(X)edz € X.

Le seguenti formule (che seguono dalla pro-
posizione 13.17) vengono spesso usate nella
semplificazone di funzioni booleane:

2zt Uuz” =P(X)

ztaUuz a=a

Le 16 funzioni booleane binarie

Nota 14.12. Quando o = @, la FND di o &
vuota. Nell'interpretazione funzionale @ cor-
risponde alla funzione costante 0; analoga-
mente il caso @ = P(X) corrisponde alla
funzione costante 1. Useremo queste e simili
abbreviazioni nelle seguenti tabelle insieme
alle formule insiemistiche.

Nota 14.13. Elenchiamo prima le 4 funzioni
booleane unarie, in cui quindi X = {z}.

0 1 id NOT
z || 0] PX) |t z~
0 0 1 0 1
1 0 1 1

Vediamo che le prime due sono costanti (per
ogni n > 0 esistono esattamente due funzio-
ni costanti con i valori 0 e 1 che, come abbia-
mo visto, corrispondono a @ e P(X)), la terza
& l'identita, mentre I'unica funzione unaria
non banale & la negazione.

Nota 14.14. Sono invece, come sappiamo, 16
le funzioni booleane binarie, in cui cioé

X ={z,y}conz #y.

0 1 P Py
z |yl 0| PX)|a2t |yt
0|0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1

Con p, e p, abbiamo denotato le proiezioni
suzey.

ng | my = # (XOR)
T |y z~ Yy~ "y Uz+y+ z+y_ Uz_y+
0|0 1 1 1 0
0|1 1 0 0 1
1|0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0
ng € ny sono le proiezioni negate.
< < > >
T |y - Uy + z_y+ z+Uy_ z+y_
0|0 1 0 1 0
0|1 1 1 0 0
1(0 0 0 1 1
1 1 1 0 1 0
Si osservi che nelle rappresentazioni insie-
mistiche stavolta abbiamo potuto usare sem-
plificazioni che sono diverse dalle FND.
AND OR NAND NOR
T |y a:+y+ zt Uy+ z- Uy~ "y
0|0 0 0 1 1
0|1 0 1 1 0
1(0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0

Abbiamo usato alcune abbreviazioni comuni
della teoria dei circuiti: XOR (exclusive or),
AND, OR, NAND, NOR.
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Preautomi cellulari

Situazione 15.1. Quando non indicato di-
versamente, K, N, E sono insiemi finiti.

Definizione 15.2. Un preautoma cellulare
(PAC) & un’applicazione K~ x N——E, do-
ve K, N, E sono insiemi finiti (univocamen-
te determinati da ). Gli elementi di N si
chiamano nodi del PAC, gli elementi di E ef-
fetti, gli elementi di K stati. K si chiama
I'insieme dei coefficienti o valori del PAC. Il
PAC si dice binario, se K = 2.

Per z €¢ K" ed a € N interpretiamo
e(z, a) come leffetto dello stato = sul nodo a.
Scriviamo spesso z, invece di z(a).

Definizione 15.3. Un PAC valutato (PACV)
& un diagramma

KN x NSSE-SK

dove KY¥ x N-—SE & un PAC e E-5K
un’applicazione. a(e) & il valore dell’effetto

e nel PACV; « si chiama la valutazione del
PAC.

Definizione 15.4. Due PACV

KN¥N x NSSE-SK

3
KN x N r Pk
si chiamano equivalenti, se il diagramma

KN x N ° E
—_—

§ la
A K

F =

€ commutativo.

Automi cellulari

Definizione 15.5. Un automa cellulare (AC)
& un’applicazione K — K | cioé un siste-
ma dinamico finito sullo spazio K. Gli ele-
menti di K si chiamano stati del sistema,
gli elementi di N nodi, gli elementi di K co-
efficienti.

Nota 15.6. KV x N—K sia un’applica-

#
zione. Allora otteniamo un AC KN T KN
ponendo

T#(2)0 := 7(x,a)

per z € KN ed a € N. In questo mo-
do da ogni valutazione E—»K di un PAC

KN x N—.F otteniamo un AC KN - g
con f := (a0 &)#, in cui quindi

f(@)a = ale(z,a))

perogniz € K¥ eda € N.

Talvolta, quando per un PAC fissato € con-
sideriamo piu valutazioni «, scriviamo f,
invece di f.

Segue direttamente dalla definizione che
PACV equivalenti inducono lo stesso AC.

Nota 15.7. E chiaro viceversa che ogni
AC pud essere ottenuto da un PAC (na-
turalmente non univocamente determinato)
nel modo descritto nella nota 15.6. Infatti
in primo luogo ogni AC K~ K™ indu-
ce un’applicazione K x N-K, data da
7(z,a) = f(x)q, che possiamo considera-
re come un PAC. E chiaro che cid implica
f = 77, se usiamo la notazione introdotta
prima. Con la valutazione identica K BLNe

otteniamo un PACV KV x N-— K -4 K da
cui si ottiene I’AC di partenza.

Esempio 15.8. N := {a,b,c} consista di
tre elementi distinti che c¢i immaginiamo
connessi in un cerchio orientato in cui, per
uno stato = nel sistema dinamico che voglia-
mo costruire, il valore (z + 1), in un nodo

p dipende solo da x, e x,/, dove p’ & il pre-
decessore di p in questa configurazione cir-
colare. Possiamo quindi definire un PAC con
KNxN-=E dove E=K x Ke

e(z,a) := (zc, xa)
e(xz,b) := (zq,xp)
e(z, c) == (wp, zc)

Per K = 2 possiamo descrivere il PAC me-
diante una tabella

Ta Ty zc | e(z,a) | e(z,b) | e(z,c)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

A questo punto da ogni valutazione 222,
cioe da ogni funzione booleana (FB) di 2 va-

riabili, otteniamo un AC binario 2~ £2,2N

Sia ad esempio o = {10,01} (con la so-
lita identificazione). Allora f, & data dalla
tabella

z f(z)
o 0 0|0 0 O
o 0 1|1 0 1
o 1 0|0 1 1
1 0 o1 1 O
o 1 1|1 1 0
1 0 110 1 1
1 1 0|1 0 1
1 1 1,0 0 O

Numerare gli stati e disegnare il grafico del
sistema.

In questo numero

15  Preautomi cellulari
Automi cellulari
Automi di Wolfram

16 Rappresentazione binaria
Numerazione delle FB

17  Rettangoli
Tabelle rettangolari

18 Grafica per automi cellulari
Esempi di AW,
Alcuni AW,

Automi di Wolfram

Gli automi cellulari pit famosi sono gli au-
tomi di Wolfram (AW).

Gli automi di Wolfram di primo ordine
(AW) sono definiti nel modo seguente. Sia
n > 3. Definiamo un PAC binario

2" x n——23

con
e(xz,0) := (xn—1,20, 1)
e(z, 1) := (z0, v1, 2)
e(xz,2) := (1, z2,x3)
e(z,mn—2) = (Tp-3,Tn_2,Tn_1)
e(x,n —1):= (Tn-2,Tn—1,20)

Leffetto dello stato = sul nodo i dipende
quindi solo da z;_1,z;,z;+1, dove ai bordi
gli indici vanno calcolati ciclicamente.

A questo punto per ogni valutazione
23 2,9 (cioé per ogni FB di 3 variabili) ot-
teniamo un AC 2" —2™,

Gli automi di Wolfram di secondo ordine
(AWj5) sono definiti in modo analogo, solo
che stavolta si sceglie n > 5 ed E := 2°
con il PAC

2" x n—-25
definito da

e(x,1) = (Ti—2, Ti—1,Ti, Tit1, Tit2)

con gli indici ai bordi calcolati in modo cic-
lico. Adesso per ogni valutazione 2° —2 ot-
teniamo un AC 2™ —2™.

Come sappiamo dalla nota 11.11, possiamo
definire 256 valutazioni 2°—2 e 232 (cioe
piu di 4 miliardi) valutazioni 2° —2; sicco-
me le applicazioni ¢ nella definizione 15.8
sono iniettive (come si vede facilmente), cio
significa che, fissato n, esistono 256 AW e
232 AW, su 2.

Stephen Wolfram (nato nel 1959 e inven-
tore del software matematico commerciale
Mathematica) ha studiato intensamente so-
prattutto gli AW e raccolto i sui esperimen-
ti nel suo nuovo libro A new kind of science
(1250 pagine e piu un libro d’arte che di ma-
tematica e caratterizzato da una certa esal-
tazione, ma piuttosto interessante).
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Rappresentazione binaria

Ogni numero naturale n possiede una rappresentazione binaria, cioé
una rappresentazione della forma

n=ap2® +ap_12""1 4+ a2 + @12+ ao

con coefficienti (o cifre binarie) a; € {0,1}. Per n = 0 usiamo k = 0
ed ap = 0; per n > 0 chiediamo che a;, 7# 0. Con queste condizioni &k
e gli a; sono univocamente determinati. Sia ro(n) = (ak,...,ao) il
vettore i cui elementi sono queste cifre. Dalla rappresentazione bina-
ria si deduce la seguente relazione ricorsiva:

(n) sen <1
(r2(%),0)
(r2(%51), 1)

A pagina 15 del corso di Programmazione abbiamo scritto una fun-
zione in C per questo algoritmo. In R & ancora piu facile. La funzio-
ne M.rapp2 che definiamo accetta un secondo parametro facoltativo
cifre; quando questo & maggiore del numero di cifre necessarie per
la rappresentazione binaria di n, i posti iniziali vuoti vengono riem-
piti con zeri usando la funzione rep di R.

ro(n) = se n & pari

se n & dispari

M.rapp2 = function (n, cifre=NA)

{if (n<=1) v=c(n)

else if (n%%2==0) v=c(M.rapp2(n/2),0)
else v=c(M.rapp2((n-1)/2),1)

if (is.na(cifre)) v else
{n=length(v);

if (n>=cifre) v

else c(rep(0,cifre-n),v)}}

Per provare la funzione scriviamo in programma queste istruzioni:

for (n in c(0:10,seq(19,240,29)))
cat (formatC(n,width=3),’ ’,
M.rapp2(n,8),’\n’)

Con Alfa() nel terminale di R otteniamo 'output

0 000000O0O0
1 000000O01
2 00000010
3 00000011
4 00000100
5 00000101
6 00000110
7 00000111
8 00001000
9 00001001
10 00001010
19 00010011
48 00110000
77 01001101
106 01101010
135 10000111
164 10100100
193 11000001
222 11011110

Lo schema di Horner ricorsivo (pag. 16 del corso di Programmazione)
si traduce altrettanto facilmente in R. Si tratta di calcolare il valore
f(a) di un polinomio

f=apx™ + a1z '+ .. . 4 an

Infatti, se v = (ao, ..., an) & il vettore dei coefficienti del polinomio,
allora per n = 0 il valore & semplicemente aq (nello spirito vettoriale
di R possiamo in questo caso identificare ag con v), altrimenti

f(a) = a(apa™ ' +a1a™ 2+ ...+t an_1)+an

cosicché possiamo ricondurci al vettore v’ che si ottiene da v togli-
endo l'ultimo elemento del vettore. Per il calcolo del valore di una
rappresentazione binaria si usa o = 2 e questa ¢ la preimpostazione
che scegliamo:

M.horner = function (v, alfa=2)
{n=length(v)-1; if (n==0) v
else alfa*M.horner(v[1:n],alfa)+v[n+1]}

Numerazione delle FB

Il comportamento degli AW dipende da n, ma soprattutto dalla valu-
tazione scelta. Per gli AW; queste sono le FB 22 —2 che da Wolfram
sono state numerate secondo lo schema seguente, in cui gli argomen-
ti sono elencati nel'ordine usato da Wolfram, cioe da 7 = (111)2 a
0 = (000)2 dall’alto verso il basso:

111
110
101
100
011
010
001
000

k

_HOOOOOOoOo
= -0 00000
= O MMHOOMO
O = o e
= e e e e e

(=3 el el ol Nl Mol
N O, OO0OOO0O OO

—
w
-
-3

254

[\
ot
28

Consideriamo, in altre parole, ogni colonna di valori come la rap-
presentazione binaria di un numero naturale k, con il coefficiente
della potenza di 2 piu alta (128) in alto e quella piu bassa in basso,
cosicché, come nella figura, 77 = (01001101)9 corrisponde alla FB

71111 |0
6| 110 | 1 | 2
51101 |0
4| 100 | O
31011 |1]|5
21010 |1|6
11001 |0
0] 000 | 1|38

Vediamo cosi che le 256 FB 2% —2 possono essere numerate in mo-
do naturale. Sia 0 < k < 255. Come si ottiene la FB con il numero k?
Supponiamo che k = 77. Se v = (v1,...,vs) = (0,1,0,0,1,1,0,1),
vediamo che gli indici 4, per i quali v; = 1, sono dati dal vettore
(2,5,6,8), a cui corrispondono triple che, considerate come rappre-
sentazioni binarie, hanno i valori 6, 3, 2,0 e che si ottengono dagli
indici ¢ come 8 — i:

8—-2=6,8—5=3,8-6=2,8—-8=0

Dobbiamo in altre parole saper determinare la FB la cui FND e data
dalle triple che corrispondono ai numeri 6, 3, 2, 0. E cio & semplicis-
simo!

Sia v un vettore di numeri. Vogliamo calcolare la funzione o che
applicata a un vettore booleano e calcola il numero s per il quale
s = (e)2 e restituisce 1 se s appartiene a v. I programmi per le FB
faranno parte della sezione MFB della libreria, percio definiamo

Mfb.alfa = function (v)
function (e)
is.element (M.horner (e),v)

Questa funzione pud essere usata per FB 2" —2 per ogni n.

Volevamo perd partire da k = 77 e trovare le FB 22 —2 corris-
pondenti; dobbiamo quindi calcolare il vettore v che corrisponde alla
FND di a. Usiamo il procedimento descritto sopra, calcolando prima
il vettore booleano u di lunghezza 8 che corrisponde alla rappresen-
tazione binaria di k, e raccogliendo da questo in v tutti gli 8 — i che
corrispondono a un indice 4 per cui u; = 1:

Dinac.alfa.awl = function (k)
{u=M.rapp2(k,8); v=c(

for (i in 1:8) if (uli]) v=c(v,8-1i)
Mfb.alfa(v)}

n incide molto meno sul comportamento di un AW, soprattutto se n
¢ sufficientemente grande e gli effetti ciclicamente riflessi ai bordi si
fanno meno sentire.

Esercizio 16.1. Consideriamo, per K = 2 e identificando {a, b, ¢}
con 3, il PAC 23 x 3—=-22 dell’esempio 15.8. Dimostrare che per ogni
!’
valutazione 2222 esiste una valutazione 2% -2-2 tale che i PACV
! !’
23 x 3-5522-%,9 ¢ 22 x 3-°523-2,2 sono equivalenti (nel senso

della definizione 15.4), se 2% x 31,93 & il PAC degli AW, (pagina
15). Molto facile, ma istruttivo.
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Rettangoli

Nella rappresentazione grafica di automi cel-
lulari, soprattutto di AW e dello loro genera-
lizzazioni 2-dimensionali, si utilizzano spesso
tabelle rettangolari, per le quali vogliamo pre-
parare le necessarie funzioni in R.

Rettangoli sono definiti nella sezione GFR
della nostra libreria. La funzione di base Gfr
restituisce, nella forma di un vettore di quat-
tro numeri complessi, gli angoli in basso a si-
nistra (bs), in basso a destra (bd), in alto a
destra (ad) e in alto a sinistra (as) di un ret-
tangolo. Lordine (bs,bd,ad,as) & scelto in mo-
do da poter applicare direttamente la funzione
polygon per disegnare il rettangolo.

Gfr prevede gli argomenti dx, dy, x1, x2, y1,
y2 e centro, tutti facoltativi e preimpostati a
NA; il loro significato & illustrato nella figura:

dx Y2

dy

centro

Y1

1 x2

Il rettangolo puo essere quindi definito da una
delle seguenti combinazioni di parametri, in-
dicati in notazione matematica, con il cen-
tro uguale a (z,y), da essi vengono calcolati
x1,x2,y1,y2, da cui si ottengono bs,bd,ad, as.

argomenti parametri calcolati

x1,%2,Y1,Y2 -

(@,y),de,dy | z1 =2~ G 22 =a+ %,

n=y— Lyp=y+ Y

z1,Y1,dx,dy =z +dz,y2 = y1 +dy
z1,Yy2,dx,dy | v2 = x1 +dx,y1 = y2 — dy
z2,y1,dz,dy | ©1 =22 —dz,y2 = y1 +dy
x2,y2,dz,dy | ©1 =22 —dz,y1 = y2 — dy

8
N
|

Per verificare che nessun elemento di una suc-
cessione di valori sia NA, usiamo la seguente
funzione:

P.def = function (...)
{a=list(...); !any(is.na(a))}

Possiamo cosi creare la funzione Gfr:

Gfr = function (dx=NA,dy=NA,
x1=NA,x2=NA,y1=NA,y2=NA, centro=NA)

{if (P.def (centro))

{x=Re(centro); y=Im(centro)

x1=x-dx/2; x2=x+dx/2

yl=y-dy/2; y2=y+dy/2}

else if (P.def(x1,yl,dx,dy))

{x2=x1+dx; y2=yl+dy}

else if (P.def(x1,y2,dx,dy))

{x2=x1+dx; yl=y2-dy}

else if (P.def(x2,yl,dx,dy))

{x1=x2-dx; y2=yil+dy}

else if (P.def(x2,y2,dx,dy))

{x1=x2-dx; yl=y2-dy}

bs=x1+1i*yl; bd=x2+1ixyl

as=x1+1i*y2; ad=x2+1ix*y2

c(bs,bd,ad,as)}

Definiamo inoltre funzioni che permettono di
ricalcolare gli argomenti di Gfr dal vettore
c(bs,bd,ad,as) che la funzione restituisce:

Gfr.centro = function (r) (r[1]+r[3])/2
Gfr.dx = function (r) Re(r[2]-r[1])
Gfr.dy = function (r) Im(r[3]-r[2])
Gfr.x1 = function (r) Re(zr[1l)

Gfr.x2 = function (r) Re(r[2])

Gfr.y1l = function (r) Im(r[1])

Gfr.y2 = function (r) Im(r[3])

Tabelle rettangolari

Tabelle rettangolari sono definite nella se-
zione GFT della libreria. La funzione di
base Gft restituisce semplicemente la lista
list(n,m,r), in cui r & il rettangolo che co-
stituisce la cornice della tabella, n & il nu-
mero di righe ed m il numero delle colonne.

cornice

La funzione Gft ha n ed m come parame-
tri obbligatori a cui seguono, nello stesso
formato come per Gfr, i parametri che defi-
niscono la cornice, oppure la cornice stessa
come parametro:

Gft = function (n,m,r=NA, ...)
{if ('P.def(r)) r=Gfr(...)
list(n=n,m=m,r=r)}

Come si vede, il risultato tab della funzione
& una lista con nomi i cui componenti sono
tab$n, tab$m e tab$r.

Sia adesso data una tabella con n righe ed
m colonne. Per 1 <i<nel<j<mvo-
gliamo determinare la casella che si trova
nell’i-esima riga e j-esima colonna. Questa
casella & un rettangolo per conto proprio
e viene rappresentata mediante un vetto-
re c(bs,bd,ad,as); la sua larghezza dx & la
larghezza della tabella divisa per m e la
sua altezza e 'altezza della tabella divisa
per n. x1 e yi si calcolano, come si vede
nella figura,

Y>

X T2
mediante le formule
zo = X1 +j-dz
Y1 = Y2 — 1 dy
dove con X1, Y> abbiamo indicato i para-

metri relativi alla cornice. Possiamo cosi
definire la nostra funzione:

Gft.casella = function (tab,i,j)
{r=tab$r;

dx=Gfr.dx(r)/tab$m; dy=Gfr.dy(r)/tab$n
x2=Gfr.x1(r)+j*dx;

y1=Gfr.y2(r)-ixdy
Gfr(x2=x2,y1=y1,dx=dx,dy=dy)}

In modo simile calcoliamo la i-esima riga e
la j-esima colonna di una tabella.

DY
de =DX,dy = —
n

z1 = X1,y1 = Y2 —i-dy

DX
m
2 =X1+j-dx,y1 =Y

dr =

,dy = DY,

Gft.riga = function (tab,i)
{r=tab$r; dx=Gfr.dx(r);
dy=Gfr.dy(r)/tab$n;
x1=Gfr.x1(r); yi1=Gfr.y2(r)-i*dy
Gfr(x1=x1,yl=y1l,dx=dx,dy=dy)}

Gft.colonna = function (tab,j)
{r=tab$r;

dx=Gfr.dx(r)/tab$m; dy=Gfr.dy(r)
x2=Gfr.x1(r)+j*dx; y1=Gfr.y1(r)
Gfr(x2=x2,y1=y1,dx=dx,dy=dy)}

Per disegnare tutte le caselle (cioe i loro
bordi) di una tabella tab con n righe ed m
colonne possiamo usare le istruzioni

for (i in 1:n) polygon(Gft.riga(tab,i))
for (j in 1:m) polygon(Gft.colonna(tab,j))
polygon(tab$r)

oppure definire una funzione apposita che
contiene queste istruzioni:

Gd.tabella = function (tab)
{for (i in 1:tab$n)
polygon(Gft.riga(tab,i))
for (j in 1:tab$m)
polygon(Gft.colonna(tab,j))
polygon(tab$r)}

Questa funzione viene spesso utilizzata al-
la fine o all’inizio di un disegno.

Esercizio 17.1. Scrivere una funzione
Casella = function (tab,i,j,k=NA)

che, generalizzando Gft.casella, accetta

anche un parametro facoltativo k che indi-

ca il numero della casella, se si comincia a

contare le caselle della tabella da 1 a nm.
Come si ottengono n ed m?
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Grafica per automi cellulari
Sia d : : N _f N :

ia dato un AC binario 2" —2" . Possiamo
assumere che N = {1,...,n}. Scegliamo
uno stato iniziale = € 2"V e supponiamo che
vogliamo esaminare la successione

z,x+1,...,c+t—1

cioe i primi ¢ elementi di S(z). Creiamo
allora una tabella con t righe ed n colon-
ne (attenzione!). Rappresentiamo i valori
z1,...,xy, nella prima riga, colorando (ad
esempio in rosso o nero su sfondo bianco o
giallo) la casella nella j-esima colonna, se
z; = 1. Poi calcoliamo z + 1 e rappresenti-
amo i valori di x + 1 nella seconda riga nello
stesso modo, e cosi via. Le funzioni per gli
automi cellulari vanno inserite nella sezio-
ne DINAC della libreria.

Dinac = function (f,x,t,col="red")
{n=length(x)

tab=Gft (t,n,x1=0,y1=0,dx=n,dy=t)
polygon(tab$r)

for (i in 1:t) {for (j in 1:n) if (x[j1)
polygon(Gft.casella(tab,i,j),col=col)
x=f (x)}}

Abbiamo visto nella nota 15.6 che ogni

AC KN KN pubd essere ottenuto da un
PACV KV x N—=+E-2,K ponendo

f(@)a = a(e(z, a))

Limitandoci ad automi binari possiamo rea-
lizzare questa costruzione con la seguente
funzione:

Dinac.fun = function (eps,alfa)
function (x)

{n=length(x); y=numeric(n)

for (a in 1:n) yl[al=alfa(eps(x,a))
v}

A pagina 15 abbiamo descritto la funzione
e : 2" x n—2% che viene utilizzata negli
AW/. Tenendo conto che gli indici in R van-
no da 1 ad n, creiamo la funzione

Dinac.eps.awl = function (x,a)

{n=length(x)

P.quale(a,1,c(x[n],x[1],x[2]),
n,c(x[n-1],x[n],x[1]),
c(x[a-1],x[al,x[a+11))}

Esempi di AW,

La regola 77 non corrisponde a una figura
particolarmente interessante; proviamo con
la regola 126:

alfa=Dinac.alfa.awl(126)
eps=Dinac.eps.awl

f=Dinac.fun(eps=eps,alfa=alfa)

n=100
x=c(rep(0,n/2),1,rep(0,n/2-1))

t=120
Gs.postscript("18-aw1-126.ps",4,5)
latox=c(0,n); latoy=c(0,t)

par (bg="yellow")
Gd.grafica(latox,latoy)
Dinac(f,x,t)

dev.off ()

Otteniamo questa figura:

Piuttosto interessante & la regola 110 che
otteniamo, sostituendo nella prima riga del
programma precedente 126 con 110:

Questa volta abbiamo scelto n=80, t=100,
perché la risoluzione nell’esempio prece-
dente era un po’ troppo fine. Lo spazio delle
fasi & quindi adesso X = 2%°. Anche per
uno spazio cosi grande valgono pero i risul-
tati generali che abbiamo ottenuto all’inizio
del corso e quindi lorbita di ogni punto do-
po un numero finito di passi deve diventare
periodica.

Un elenco grafico di tutti gli AWy si trova
nel libro di Wolfram sulle pagine 55-56. Pro-
viamo ancora la regola 105:

Piccoli cambiamenti nelle regole di genera-
zione conducono spesso a figure molto diver-
se. A questo proposito si potrebbe leggere
larticolo Come nasce una forma a pagina 38
del corso di Algoritmi 2004/05.

Alcuni AW,

Molto maggiore & la variabilita degli AW,,.
Sappiamo che ne esistono 232, quindi piu
di 4 miliardi. Il numero delle immagini che
possiamo ottenere & perd molto maggiore,
perché le immagini dipendono anche dal
punto iniziale che scegliamo.

Mentre & quasi impossibile studiare in mo-
do esauriente gli AWy, non ¢ difficile scrivere
le funzioni necessarie:

Dinac.alfa.aw2 = function (k)
{u=M.rapp2(k,32); v=c()

for (i in 1:32) if (u[il]) v=c(v,32-i)
Mfb.alfa(v)}

Dinac.eps.aw2 = function (x,a)
{n=length(x)

P.quale(a,1,c(x[n-1],x[n],x[1],x[2],x[3]),

2,c(x[nl,x[1],x[2],x[3],x[4]),
n-1,c(x[n-3],x[n-2],x[n-1],x[n],x[1]),
n,c(x[n-21,x[n-11,x[nl,x[1],x[2]),
c(x[a-2],x[a-1],x[al ,x[a+1],x[a+2]))}

E sufficiente adesso sostituire awi con aw2
nel programma; nell’istruzione

alfa=Dinac.alfa.aw2(k)

si puo usare ogni k con 0 < k < 429467696;
cfr. nota 11.11.

Proviamo con k£ = 84110555 e k = 689209:

Corso di laurea in matematica A

Laboratorio di programmazione
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L’ipercubo

Situazione 19.1. Sia X = {1,...,n} con
n > 0. A partire dalla nota 21.1 X & un
insieme finito qualsiasi con n elementi con
P,QCX.

Identificando P(X) con 2", ogni funzione
booleana di n variabili corrisponde a un sot-
toinsieme o C 2™.

2™ geometricamente & un ipercubo che
pud essere visualizzato nel modo seguente.

0

n=0: 4
1
n=1 o o
n=2 01 11
00 10
n=3

n = 4 : Lipercubo a 4 dimensioni si ottiene
dal cubo 3-dimensionale attraverso la rela-
zione
2% =23 x {0,1}

Dobbiamo quindi creare due copie del cu-
bo 3-dimensionale. Nella rappresentazio-
ne grafica inoltre sono adiacenti e quindi
connessi con una linea quei vertici che si di-
stinguono in una sola coordinata. Oltre ai le-
gami all’interno dei due cubi dobbiamo per-
cio unire i punti (z, y, 2,0) e (z,y, 2, 1) per
ogniz,y, 2.

La figura diventa molto piu semplice, se si
pone uno dei due cubi (quello con la quarta

coordinata = 0) all'interno dell’altro (quello
con la quarta coordinata = 1):
0011 0111

1011
1111

0101

&

1001 1101
Una rappresentazione che rispecchia meglio
la struttura reticolare di 2" la otterremo fra
poco mediante una proiezione R»—R2,

n > 5: Teoricamente anche qui si pud usare
la relazione

2n =2n~1 x {0,1}

ma la visualizzazione diventa difficoltosa.

Ogni vertice dell'ipercubo corrisponde a un
elemento di 2™ che nell'interpretazione in-
siemistica rappresenta a sua volta un sot-
toinsieme di X (il punto 0101 ad esempio
I'insieme {2,4} se X = {1,2,3,4}.

Per rappresentare una FB o C P(X) co-
loreremo i suoi elementi sull’ipercubo in ne-
ro o in rosso, lasciando vuoti i cerchietti nei
vertici che non appartengono ad a.

Rappresenteremo cosi ad esempio

a = {000,010, 100,101} C 23

mediante la figura

Implicanti

Nota 19.2. Ogni intervallo o di P(X) possiede un’unica rappresentazione della forma

o=if . itir . gn

con gli indici tutti distinti. Come si riconosce un tale intervallo nella rappresentazione grafi-

ca sull’ipercubo? Ma

it = {punti dell'ipercubo con i-esima coordinata = 1}

i~ = {punti dell'ipercubo con i-esima coordinata = 0}

Ogni it e ogni i~ corrisponde quindi a una faccia (n — 1)-dimensionale di 2™; chiedendo piu
di queste condizioni otteniamo tutte le facce di 2™. Abbiamo percid una biiezione naturale

{intervalli di P(X)} «+— {facce dell'ipercubo 2™}

Definizione 19.3. Sia o C P(X) una funzione booleana. Un implicante di a & un intervallo

di P(X) contenuto in a.

In questo numero

19 Lipercubo
Implicanti
Implicanti massimali
20 Le funzioni booleane binarie
Le funzioni booleane unarie
lapply e sapply
Proiezioni lineari R» —[R?
21  Come scegliere i w;
Contiamo gli intervalli
Esercizi

Implicanti massimali

Definizione 19.4. Sia o C P(X) una fun-
zione booleana. Un implicante di « non con-
tenuto in nessun altro implicante di « & det-
to un implicante massimale (o primo) di a.

Nota 19.5. Sia a C P(X) una funzione boo-
leana. Allora A = |J {A}. Siccome ogni
A€a
{A} = [A, A] é un intervallo, vediamo che
a & I'unione (vuota se o = 0) dei sui impli-
canti. Inoltre, essendo X finito, ogni impli-
cante di a & contenuto in (almeno) un im-
plicante massimale di «, quindi o & anche
uguale all’'unione dei suoi implicanti massi-
mali. Denotando con Max(a) I'insieme degli
implicanti massimali di o, abbiamo percio

o= U o
o€Max(a)

Se o & rappresentata sull’ipercubo, gli im-
plicanti di o sono esattamente le facce
dell’'ipercubo contenute in a.

Max(a) € l'insieme degli elementi mas-
simali dell'insieme delle facce dell’ipercubo
contenute in a.

Nota 19.6. Una delle tecniche di semplifi-
cazione di una FB « consiste nella rappre-
sentazione di o« come unione di implican-
ti massimali utilizzando complessivamen-
te il minor numero possibile di condizio-
ni (cfr. 'inizio della nota 19.2). Cid & teo-
ricamente sempre possibile ma molto diffi-
cile, e mentre esiste un algoritmo (di Qui-
ne/McCluskey) che permette di individua-
re tutti gli implicanti primi di una funzio-
ne booleana data dalla sua FND, & proba-
bilmente intrattabile il problema di sceglie-
re in modo efficiente quegli implicanti primi
che sono necessari per la rappresentazione
minimale che peraltro non & univocamente
determinata.

Oltre a cio, la rappresentazione di una
funzione booleane tramite i suoi implican-
ti pud essere eseguita in pratica solo per
un numero non troppo grande di argomen-
ti (altrimenti non siamo nemmeno in gra-
do di compilare la tabella per la FND, da
cui parte ad esempio l'algoritmo di Qui-
ne/McCluskey). Bisogna percio spesso uti-
lizzare altre tecniche (metodi grafici che uti-
lizzano i diagrammi binari di decisione op-
pure i metodi algebrici potenti ma difficili
che si basano sulla teoria dei campi finiti).
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Le funzioni booleane binarie

Rappresentiamo graficamente le 16 funzio-
ni binarie della nota 14.14:

0={} o 11
ol 110
1 ={00,01,10,11} o 1
00 10
p. = {10,11} 0, it
oL Q10
py = {01,11} 01 11

00

[

na = {00,01} 04 1

[

00
ny = {00,10} 0 1
00
== {00,11} 0
00
XOR = {01, 10} 01

00

=

0

HeEN

=2
[
=

< = {00,01,11} 0

]

00

< = {o1} 01 11
00[ 10
> = {00,10,11} o 11
00 E.IO
> = {10} 01 11
OOI:IIO
AND = {11} o 1
001:110
OR = {01,10,11} 0 =
00 E.IO
NAND = {00,01,10} ', =
00 .j 10
NOR. = {00} 0 =
OODIO

Le funzioni booleane unarie

Per completezza aggiungiamo le 4 funzioni
unarie della nota 14.13:

0={} s
0 1

1={0,1}

id= {1} 0 !

NOT = {0} 0 !

lapply e sapply

Siano z = (z1,...,z») un vettore o
una lista ed f una funzione che (in R)
non operi gia in modo vettoriale. Allo-
ra con lapply(x,f) otteniamo la sequenza
(f(z1),-.., f(zyn)) in forma di una lista,
con sapply(x,f) la stessa sequenza in for-
ma di un vettore quando cio & possibile.

Se la £ ha argomenti addizionali, que-
sti possono essere aggiunti ai parame-
tri di lapply ed sapply, quindi il risul-
tato di sapply(x,f,a,b) diventa il vettore
(f(z1,a,b),..., f(zn,a,b)). Talvolta & ne-
cessario applicare l'operatore c al risultato.
Esempio:

f = function (x) x*x
u=sapply(2:5,f)
print (u)

# output: 4 9 16 25

f=function (x,rho=1) x*x+rho
u=sapply(2:5,f,rho=2)

print (u)

# output: 6 11 18 27

La funzione Linden a pagina 29 del corso di
Programmazione diventa semplicemente

L = function (a,f) c(sapply(a,f))

Conosciamo gia, come esempio semplice ma
interessante di un sistema di Lindenmayer
la successione di Morse, definita nel modo
seguente:

A= {Oa 1}
generatore: 0
leggi: 0 — 01,1 — 10

con la seguente traduzione in R:

Ls.morse = function (x)

P.quale(x,0,c(0,1),1,c(1,0))
Per provare usiamo

u=0
for (k in 1:6)
{print (u); u=L(u,Ls.morse)}

con output

0

01

0110

01101001

0110100110010110
01101001100101101001011001101001

Le funzioni lapply e sapply sono caratteri-
stiche di molti linguaggi ad alto livello e gia
presenti nel pit antico di tutti, il Lisp. Nel
Perl esse corrispondono alla funzione map.

Proiezioni lineari R —R?2

Un’applicazione lineare ¢ : R®—R? & de-
terminata dalle immagini
w1 = (p(él), e, Wn = (P((;n)

dei vettori 41,...,6, della base standard.
Per z = (z1,...,z») € R™ si ha allora

T =101+ ...+ Tndn
e quindi
o(x) =z1w1 4+ ...+ Town

La traduzione in R & immediata e incredibil-
mente semplice:

G.lin = function (w)
function (p) sum(p*w)

Abbiamo gia visto a pagina 16 che gli ele-
menti dellipercubo possono essere ottenu-
ti mediante la rappresentazione binaria. La
funzione Mfb.cubo restituisce lipercubo in
forma di una lista:

Mfb.cubo = function (n)
lapply(0:(2°n-1) ,M.rapp2,cifre=n)

Non dimenticare le parentesi attorno a
2°n-1.

Per disegnare l'ipercubo a 4 dimensioni,
dopo

vertici=Mfb.cubo (4)

wl=-2+1i
w2=-1+1i
w3=1+1i
w4=3+1i

f=G.lin(c(wl,w2,w3,wd))

possiamo disegnare le proiezioni dei punti
dell’ipercubo con

t=seq(0,2*pi,by=0.01)
cerchio=Gf.cerchio(t,0.1)

for (p in vertici)
polygon(cerchio+f (p) ,col="yellou")

La scelta dei w; sara discussa a pagina 21.

Quando proiettiamo gli elementi di 2™ sul
piano, vogliamo pero anche visualizzare
gli spigoli che uniscono i punti adiacenti
nell'ipercubo, cioé punti che si distinguono
in una sola coordinata. Per determinare que-
ste coppie di punti utilizziamo la distanza di
Hamming che & definita come il numero del-
le coordinate in cui due elementi di 2™ diffe-
riscono e che in R pud essere calcolata con la
seguente semplicissima funzione:

Mfb.hamm = function (u,v)
sum(abs (u-v))

A questo punto, per disegnare gli spigoli,
usiamo le istruzioni

r=length(vertici)

for (i in 1:(r-1)) {u=verticil[il]

for (j in (i+1):r) {v=verticil[[jl]

if (Mfb.hamm(u,v)==1)

Gdf (f (u) ,f (v) ,punta=0,d1=0.1,d2=0.1)}}
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Come scegliere i w;

Dalla scelta delle immagini w; dei vettori
§; nella proiezione dipende quali aspetti di
una figura sono posti in risalto. Se, come
nel nostro esempio, vogliamo che la figura
rispecchi la struttura reticolare di 2™, po-
niamo sulla stessa altezza punti che corris-
pondono a insiemi con lo stesso numero di
elementi. In questo caso i w; (che corrispon-
dono ai sottoinsiemi con un solo punto) han-
no tutti la stessa parte immaginaria. Abbia-
mo quindi ad esempio w; = a; + i per ogni
4. Adesso dobbiamo perd evitare che punti
distinti di 2™ vengano proiettati nello stesso
punto del piano. Nel caso n = 4 cio significa
che i 6 numeri

a1+ a2,a1 +az, a1+ asa, (¥)
a2 + az, a2 + as,a3 + as

siano tutti distinti, cosi come devono essere
distinti i 4 numeri

a1+ a2 + az,a1 + a2+ as, (**)
a1+ a3 + a4,a2 + a3z + aa
Noi abbiamo scelto
a1 = —2,a2 =—1,a3=1,a4 =3
cosicché i numeri (¥) sono
-3,—-1,1,0,2,4
e i numeri (¥¥) siano
~2,0,2,3

Otteniamo cosi la figura

Per indicare anche gli insiemi a cui i pun-
ti corrispondono, possiamo aggiungere le
istruzioni

for (p in vertici) {z=f(p)

text(Re(z)-0.2,Im(z),
paste(p,collapse=’’),
cex=0.4,pos=4)}

Se, per ingrandire e spostare leggermente
la figura, definiamo

£=G.1lin(1.2*c(wl,w2,w3,w4)-0.25)

otteniamo

Contiamo gli intervalli

Nota 21.1. Consideriamo un intervallo
[P,Q] con P C Q (altrimenti [P,Q] = 0).
Allora [P, Q] C P(Q), infatti

[P,QI={A€P(@Q) | PCA}

Siccome ogni A € [P, Q] contiene I'insieme
fissato P, ogni tale A & univocamente deter-
minato dalla differenza A \ P, infatti

A= PU(A\ P)
Abbiamo percid una biiezione
[P, Q+—P(Q\ P)

in cui A € [P, Q] corrisponde ad A \ P ed
YePQ\P)aPUY.

Corollario 21.2. Sia P C Q. Allora
I[P,Q] = 2l@\P| _ olQ[—|P]

Dimostrazione. Cido segue direttamente
dalla nota 21.1.

Nota 21.3. Siano P C Q con
P={z1,...,2p}, X\ Q = {y1,...,9r}.
Assumiamo che gli z; e y, siano tutti di-
stinti tra di loro. Sappiamo che

[P,Ql=PH(X\Q)~

=af iyl oy

Gli elementi di X che non appaiono in que-
sta rappresentazione sono esattamente gli
elementi zp41,...,xq (che assumiamo tut-
ti distinti) di @ \ P. All'intervallo [P, Q] cor-
risponde nella tabella una riga

1...1 *...x 0...0
(R i

T1---ZTp Tpy1---Tg Y1---Yr

In ciascuna delle g — p posizioni con * si pud
scegliere sia 0 che 1 con in tutto 2977 pos-
sibilita; cio fornisce una seconda dimostra-
zione del corollario 21.2.

Nota 21.4.

(1) Sappiamo dal corollario 21.2 e dalla
nota 21.3 che il numero degli elemen-
ti di un intervallo di 2™ & una poten-
za 22 di 2; in questo caso diciamo che
I'intervallo possiede la dimensione d.
Come si vede dalla nota 21.3 un inter-
vallo d-dimensionale si ottiene scegli-
endo n — d indici e poi per ciascuno di
questi n — d indici j una delle funzioni
it 0 j~ (se assumiamo per semplicita
che X = n). Ogni scelta determina uni-
vocamente un intervallo e viceversa.

(2) Esistono quindi (7)2"~¢ intervalli d-
dimensionali di 2™.

(3) Il numero di tutti gli intervalli di 2™ &

S (2nt= 42 =3
d=0

(4) I vertici sono gli intervalli O0-
dimensionali; il loro numero & uguale a
(2)2™ = 2™, correttamente.

(5) Gli spigoli sono gli intervalli 1-
dimensionali; il loro numero & uguale a
(2)2"_1 =n2"" 1

(6) Il numero degli intervalli di dimensio-
nen —1eéugualea (,”,)2 = 2n.

Esercizi

Esercizio 21.5. Nella tabella sia f4 il nu-
mero degli intervalli d-dimensionali. Verifi-
care, mediante le formule della nota 21.4 e,
per n < 4, nelle figure, i seguenti casi spe-
ciali.

n| fol|lfi|fo|fs|fa]|l/fs
0 1 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0
2 4 4 1 0 0 0
3 8 12 6 1 0 0
4 16 32 24 8 1 0
5 32 (80 | 80 | 40 | 10 1

Per il calcolo delle facce con R possiamo usa-
re la seguente funzione:

Mfb.facce = function (n,d)
choose(n,d) *2" (n-d)

Con choose in R si ottengono i numeri bino-
miali. Con questa funzione calcoliamo ad es-
empio

n fa fr f12

10 13440 960 0

15 2795520 1647360 3640
20 | 317521920 | 635043840 | 32248320

Questi numeri enormi sono un’ulteriore di-
mostrazione della grande complessita e ric-
chezza delle funzioni booleane.

Esercizio 21.6. o sia data dalla tabella

HHEFERROFRFFOFROOHFROOOO|
= O =R HFOROROOROOO| N
= O ROFEFFRFOOHFROOROO|w
HORFRFRFROOORFEFEROOORO| K™
HFRHRPROFRFPOORROORRFRO|R

Ridisegnare a mano una delle due figure nel-
la prima colonna di questa pagina e colorare
con colori diversi gli insiemi

p:={1110,1111,1101,1100}
o := {1011,0011, 1010, 0010}
7 := {0001,0101}

B abbastanza chiaro che p, o e 7 sono impli-
canti massimalidiaechea = pUocUT &
una rappresentazione minimale di « nel sen-
so (non perfettamente precisato) della nota
19.6. Come abbiamo osservato allora, in al-
tri casi pero pud essere molto difficile trova-
re una rappresentazione minimale.
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Caratteri di gruppi abeliani finiti

Situazione 22.1. (G, +) sia un gruppo abe-
liano finito. Con 0 denotiamo I'elemento neu-
tro di G. Identifichiamo 2 con Z /2. Poniamo

2mi
g:=gg :=elCl

€ € una |G|-esima radice dell'unita e genera
il gruppo moltiplicativo delle |G|-esime ra-
dici dell'unita. Con S* denotiamo come sem-
pre la circonferenza unitaria, cioe

S'={zeC||z] =1}

Definizione 22.2. Un carattere di G &
un’applicazione x : G—C tale che

x(0) =1
x(a +b) = x(a)x(b)

perognia,b € G.

Nota 22.3. x : G—C sia un’applicazione
tale che x(a + b) = x(a)x(b) per ognia,b €
G. Se x # 0 (cioe se esiste almenoun a € G
per cui x(a) # 0), allora x & un caratte-
re di G. Spesso & ovvio che x # 0 e quin-
di non dobbiamo dimostrare appositamente
che x(0) = 1.

Dimostrazione. Sia x(a) # 0 per qualche
a € G. Allora x(a) = x(a+0) = x(a)x(0) e
vediamo che necessariamente x(0) = 1.

Nota 22.4. Siano x un carattere di G ed
a € G. Allora x(a) & una |G|-esima radice
dell’'unita; in particolare x(a) € S'. x pud
quindi essere considerato come un omomor-
fismo di gruppi G—(S?, ). Cio implica in-
oltre che

x(—a) = = x(a)

x(a)
Dimostrazione. Per ipotesi |G| < oo, per
cui |G|a = 0. Percio

(x(a))'®" = x(|Gla) = x(0) =1

La relazione x(—a) = segue adesso

1
x(a)
perché x & un omomorfismo di gruppi. Per

1
z € S! si hainoltre — = z.
z

Definizione 22.5. Linsieme G di tutti i ca-
ratteri di G & detto gruppo dei caratteri o
gruppo duale di G.

G ¢ infatti un gruppo abeliano con il pro-
dotto (scritto in modo moltiplicativo) definito
da

X 1= Cm)x(z)w(z)

per x, ¢ € G; cfr. esercizio 22.6. Inoltre

xo:=Q1
& 'elemento neutro di G e

_ 1 —_  _

X '=0—==0x() =x
=z x(z) z

per x € G. x~! naturalmente non & linver-

sa di un’applicazione biiettiva, ma l'inverso

nel gruppo G.

Esercizio 22.6. Siano x, ¢ € G. Allora
xp €E Gex € G.

Il gruppo dei caratteri di un gruppo ciclico

Lemma 22.7. G sia ciclico e g un generatore
di G. Allora lapplicazione x1 : G—C defi-
nita da

x1(ng) :==e"

per n € Z & ben definita e un carattere di G.
In particolare abbiamo x1(g) = e.

Si noti che x1 dipende dalla scelta del ge-
neratore g; solo nel caso |G| < 2 abbiamo un
unico generatore e quindi anche x1 & univo-
camente determinato.

Dimostrazione. (1) Dimostriamo prima
che l'applicazione x; & ben definita. Ogni
elemento di G & della forma ng per qualche
n € Z.Sia ng = myg. Allora m = n + j|G|
per qualche j € Z, per cui

em = gntilGl — om,

(2) Dimostriamo che x; soddisfa le condizio-
ni della definizione 22.2.
x1(0) =€’ =1
x1(ng + mg) = x1((n + m)g)
n4m _ n_m

=€ =€ €

= x1(ng)x1(mg)

Proposizione 22.8. G sia ciclico e g un
generatore fissato di G. x1 sia definito

come nel lemma 22.7. Allora i caratteri

X0 X1sXasens xllcl_l sono tutti distinti tra
diloroe

- G|-1

G ={xo.xt:x3 -7

G ¢ quindi un gruppo ciclico dello stesso or-
dine di G, generato da x1. Notiamo di nuovo
che x1 dipende dalla scelta del generatore g.
Naturalmente x1 = xo se G = 0.

Dimostrazione. (1) I numeri xo(g) = 1,

xi(9) = & x3(9) = 2., T =
el1=1 sono tutti distinti tra di lo-
ro, percid lo sono anche le applicazioni
X0sX15 X35+ > xiF1 7Y, queste sono carat-
teri come si vede dall’esercizio 22.6.

(2) Dobbiamo ancora dimostrare che ogni
carattere di G & uno dei caratteri elenca-
ti. Sia x € @. Dalla nota 22.4 sappiamo
che x(g) & una |G|-esima radice dell’'unita,
e quindi esiste £ € {0,1,...,|G| — 1} tale
che x(g) = *. Ma allora x = x*.

Corollario 22.9. G sia ciclico. Allora G =
G. Questo isomorfismo perd non é canonico,
perché dipende dalla scelta del generatore g,
tranne nel caso |G| < 2 in cui esiste un solo
generatore.

In questo numero

22 Caratteri di gruppi abeliani finiti
Il gruppo dei caratteri di
un gruppo ciclico
Icaratteridi2 edi Z/4
23  Relazioni di ortogonalita
Il teorema di estensione

Lisomorfismo canonico G = GG

24  Lidentita di uguaglianza
La trasformata di Fourier
La convoluzione
Le formule per un gruppo ciclico
25  Le formule per Z /2,Z /4e Z /3
11 duale del prodotto

I caratteridi2 e diZ/4

Esempio 22.10. Sia G = 2. Alloraes = —1.
L'unico generatore di 2 & 1 e con il procedi-
mento della proposizione 22.8 otteniamo il
carattere x1 definito da x1(1) = —1.

2 possiede percio esattamente i due carat-
teri xo e x1 con i valori dati dalla tabella

0 1
xo | 1
x1 |1 | -1

E facile verificare gia adesso che con
0~ X0

11— x1

si ottiene un isomorfismo tra 2 e 2.

Nota 22.11. Siaa+a = 0 perognia € G
(dimostreremo nel prossimo numero che cio
accade se e solo se G = 2™). Allora ogni ca-
rattere di G assume solo i valori 1 e —1 e
puo quindi essere considerato come un omo-
morfismo di gruppi G— ({1, —1}, -).

Dimostrazione. Per x € G eda € G
(x(a))? = x(a+a) = x(0) = 1
x(a) & percid una seconda radice dell’unita
e cio implica che x(a) = +1.
Esempio 22.12. SiaG =Z /4= {0,1, 2, 3}.
In questo caso £ = i. Scegliamo 1 come ge-

neratore di G (ma lo sarebbe anche 3); allo-

ra G = {xo0, X1, X2, X3} con xx(1) = i*.
Si ottiene cosi la tabella dei caratteri

0 1 2 3
xo | 1 1 1 1
X1 1 1| —1 —1
x2 | 1| =1 1| -1
X3 1 —1 -1 i

Nota 22.13. Nella teoria delle funzioni boo-
leane utilizzeremo soprattutto il gruppo
duale di 2™. Vedremo che si ha un isomor-
fismo naturale tra 27 e (2)" e quindi essen-
zialmente & sufficiente conoscere 2.

Si osservi che i gruppi 2% = Z/2 x Z/2 e
Z /4 non sono isomorfi.
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Relazioni di ortogonalita

Proposizione 23.1. Per ogni x € G vale
2 x(z) =G| (x = x0)
2€G

In altre parole:

> x(z) =

Gl sex=xo
z€G

0 se X # Xo

Dimostrazione. Per x = x¢ ’enunciato &
ovvio. Sia x # xo.

Ci0 significa che esiste un y € G tale che
x(y) # 1. Quindi

dox@ =Y x@+y) = x(@)x(¥)

z€G z€G z€G

=x(¥) Y x(2)

z€EG

Questa e una relazione tra numeri comples-
si e per ipotesi x(y) # 1, percio necessaria-

mente > x(z)=0.
z€G

Teorema 23.2. Siano x, ¢ € G. Allora

> x(@)e(@) =G| - (x = ¢)
z€G

In altre parole:

> x(@)e(z) =

zEG

[G]  sex=¢
0 sex # ¢

Queste sono le relazioni di ortogonalita per
i caratteri.

Dimostrazione. Il carattere xg = xo ! &

uguale a xo se e solo se x = ¢.

Nota 23.3. Linsieme C% di tutte le appli-
cazioni G—C, con le operazioni vettoriali
definite componente per componente, &€ uno
spazio vettoriale su C di dimensione ugua-
le a |G|. In C si pud definire un prodotto
scalare ponendo

If,9ll = X f(z)g(z)
z€G

per f,g € C%, da cui con || f|| :=
si ottiene una norma per la quale

1712 = 3 [5(=)?
z€EG

£, £l

Ovviamente G C C@. Per il teorema 23.2
i caratteri di G sono fra di loro ortogonali
rispetto a questo prodotto scalare e percio
linearmente indipendenti su C.

Ma dim C% = |@]|, e cid implica che

G| < |G|

Dimostreremo adesso che in verita si ha
|G| = |G| e che quindi i caratteri formano
una base (ortogonale, ma non ortonormale)
diCe.

11 teorema di estensione

Osservazione 23.4. Siano H un sottogrup-
podi Gedy € G. Allora H + Zy ¢ il sotto-
gruppo di G generato da H e da y.

Lemma 23.5. Siano H un sottogruppo di G
edy € G. Sia

A:=min{n e N+1 |ny € H}

Siccome |G|y = 0 € H, X\ ¢ ben definito.
Chiaramentey € H <= XA = 1.

Ogni a € H + Zypossiede una rappresenta-
zione della forma

a=h+ry

conh € Hed r € {0,1,...,\—1} univoca-
mente determinati.

Dimostrazione. Consideriamo il gruppo

quoziente
H+Zy

Q=g
e denotiamo con [a] la classe di equivalenza
di a € G. E chiaro che [y] & un generatore
di Q e che A = |Q|. Per ogni a € G abbia-
mo una rappresentazione [a] = r[y] = [ry]
con 0 < r < X univocamente determinati
e quindi a = ry + h con h € H. Unicita di
h: Esercizio, simile alla dimostrazione del-
la proposizione 2.17; naturalmente bisogna
anche usare che H & un sottogruppo di G.

Lemma 23.6. Siano H un sottogruppo di G
epEH SiayeG.
Allora esiste x € H + Zytale che
(x = ¢,in H).
Dimostrazione. Come nel lemma 23.5 sia
A:=min{n EN+1 | ny € H}
In particolare Ay € H e quindi ¢(Ay) € st
¢ definito, ad esempio ¢(Ay) = €>"* con
2nia
a€R.Siar:=e" > .Allora p(Ay) = 7.
Perh € He0 < r < X — 1 sia adesso

x(h+ry) =77 ¢(h)

Per il lemma 23.5 otteniamo un’applica-
zione x : H + Zy—S" ben definita.
E chiaro che (x = ¢,in H).

Dobbiamo perd ancora dimostrare che y &
un carattere.

Sianoa = h+ryeb =k+syconh,k € H
edr,s € {0,1,...,x —1}.

(1) Sia 0 < 7+ s < A. In questo caso
x(a+b) = x(h+k+ (r+5)y)
=7 0(h + k) =170 (R)T (k)
= x(a)x(b)
(2) Altrimenti » + s = XA + p con
0< p<A—2< A Allora, siccome \y € H,
x(a+b) = x(h +k+ Ay + py)
=o(h+k+Ay)r°
= p(h)p(k)p(Ay)T?
=77 0(h)e(k)
mentre
x(a)x(b) = 7"o(h)T° p(k)
=" o(h)o(k)
Ma 77%* = 72*¢ = 7377 percid anche in
questo caso x(a + b) = x(a)x(b).

Teorema 23.7. Siano H un sottogruppo di
G e ¢ € H. Allora esiste x € G tale che
(x = ¢,in H).

Dimostrazione. Siccome G ¢& finito, esisto-
noyi,...,ym € G taliche
G=H+4+Zyi+ ...+ Zym

Per il lemma 23.6 possiamo estendere ¢ pri-
ma da H ad H + Zy;, poi da H + Zy; ad
H + Zy1 + Zys, ecc.

L’isomorfismo canonico G = G

Proposizione 23.8. Per ogni elemento z # 0
di G esiste x € G tale che x(z) # 1.

Dimostrazione. Sia H = Zz il gruppo ge-
nerato da z. H é ciclico ed |H| > 2, poiché
z # 0. Se applichiamo la proposizione 22.8
ad H, otteniamo un carattere ¢ € H che cor-
risponde al carattere x1 di quella proposizio-
ne e per il quale quindi ¢(z) # 1.

Per il teorema 23.7 possiamo estendere ¢
aun carattere x € G e naturalmente x(z) =

p(z) # 1.

Proposizione 23.9. Siano z,y € G ed
z # y. Allora esiste x € G con x(z) # x(y).

Dimostrazione. Lipotesi implica z —y # 0.
Per la proposizione 23.8 esiste x € G con

x(@—y) # 1. Max(z —y) = X&)
x(y)
che x(z) # x(v)-

Definizione 23.10. Per ogni a € G sia
R, : G—S* I'applicazione definita da

Ra(x) = x(a)

per ogniy € G.

e vediamo

Osservazione 23.11. Per ogni a € G si ha

R, € G, cioé R, ¢ un carattere di G. Dalla
definizione 23.10 otteniamo cosi un’applica-

zione G—G.

Dimostrazione. Siano x, ¢ € G. Allora

Ra(xp) = (xp)(a) = x(a)p(a)
= Ra(X)Ra(p)

Teorema 23.12. Lapplicazione X : G—sG &
un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. (1) Sianoa,b € Ge x € G.
Allora

Raqs(x) = x(a+ b) = x(a)x(b)
= Ra(X)Rp(x) = (RaRp)(x)

(2) La proposizione 23.9 implica che R &
iniettiva.

(3) Per la nota 23.3 |G| < |G| < |G| e
quindi R deve essere biiettiva.

Corollario 23.13. |G| = |G|.

Dimostrazione. Per il teorema 23.12 e la
nota 23.3 abbiamo

G| =G| < |G| < |G|

Nota 23.14. 11 corollario 23.13 non implica
ancora che G = G. Per dimostrare questa
isomorfia dovremo prima dimostrare il teo-
rema di struttura per i gruppi abeliani fini-
ti che, nel nostro approccio, sara infatti una
conseguenza della teoria dei caratteri.

Corollario 23.15. I caratteri formano una
base ortogonale di C% .

Dimostrazione. Cio segue dal corollario
23.13, come visto nella nota 23.3.

Vedremo adesso che 'analisi armonica su un
gruppo abeliano finito si deduce dalla rap-
presentazione di una funzione arbitraria in
C® come combinazione lineare degli elemen-
ti della base ortogonale costituita dai carat-
teri e si inquadra quindi nella teoria dei si-
stemi di funzioni ortogonali dell’analisi.
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Lidentita di uguaglianza
Proposizione 24.1. Per ogni a € G si ha

> x(a) =G| (a=0)

x€G
In altre parole
|G| sea=0
> x(a) = {
v 0 sea #0

Dimostrazione. Cio segue direttamente
dalla proposizione 23.1 e dal teorema 23.12.

Teorema 24.2. Siano a,b € G. Allora
22 x(a)x(b) =G| - (a=1)

x€G
In altre parole

> x(a)x(b) = {|G| sea="b

rvel 0 sea#b
Dimostrazione.a = b <= a —b=0.

Nota 24.3. L'identita del teorema 24.2 puo
essere anche letta nella direzione opposta,

1 -
(e=b) =z XEGZG x(a)x(b)

fornendo quindi una formula per l'ugua-
glianza fra due elementi di G che & spesso
usata ad esempio nel calcolo del numero di
soluzioni di equazioni complicate del calcolo
combinatorio e della teoria dei numeri.

La trasformata di Fourier

Lemma 24.4. V sia uno spazio vettoriale su
Ccon dimV =: n < oo. |||| sia un prodotto
scalare su V ed e1,...,en una base (ordi-
nata) ortogonale (rispetto a questo prodotto
scalare) di V.

Per ogniv € V st ha allora lo sviluppo di
Fourier

v=a1e1+ ...+ aren
_ v ell .
con o, = ——— per ogni k.
llex el

Se esiste una costante (necessariamente
reale e # 0) C tale che ||ex,er|| = C per

ogni k, e se poniamo ||v|| = \/||v, v||, allora
abbiamo

n
llol* = C 32 Jon|?
k=1

Dimostrazione. (1) Abbiamo
v=aoi1e1+ ...+ anen
con ai,...,an € C Allora |lv,ei]| =
llv, ex]l

llex, eall
Analoghe espressioni si trovano per gli al-
tri o k-

ailler, e1|| e quindi a; =

(2) Sia adesso ||ex, ex|| = C per ogni k.
Dall’ortogonalita abbiamo

n n
loll® = 11D arer, D anexll
k=1 k=1

n
=" anaxllex, exll
k=1

n n
C ak_k:CZ \ak|2
k=1 k=1

Corollario 24.5. Per ogni funzione § € C¢
vale lo sviluppo di Fourier

1
=G Z £, xlIx
X€EG

Dimostrazione. Ci6 segue dal lemma 24.4
perché ||x, x|| = |G| per ogni x € G.

Definizione 24.6. La trasformata di Fou-
rier di f € C¢ & la funzione f : G—C che
si ottiene ponendo

Fx) =115 xll
per x € G. Abbiamo in altre parole

f00 = X f@)x(@)
zEG

per ogni x € G, mentre dal corollario 24.5
segue la formula di inversione

f@) = = 3 Fox(@)
|G| x€G

per ogni z € G e quindi

1 R
fZEZf(X)X

XEG

Osservazione 24.7. Sia f € C. Allora

Foxo) =Y (@)

z€G

1 o
10 = >0

XEG

Osservazione 24.8. La trasformata di Fou-
rier, considerata come applicazione

¢ — ¢
fr—1f
& un isomorfismo di spazi vettoriali su C.
Dimostrazione. La linearita & immediata

e la biiettivita segue dalla formula di inver-
sione.

Osservazione 24.9. 11 prodotto scalare del-
la nota 23.3 su C* diventa

I14,B] = ¥ ABG)
XEG

per A, B € C%. Con || A|| = /][4, A otte-

niamo una norma per cut

IAI* = X 14

XEG

Proposizione 24.10. Sia f € C%. Allora
1

£112
= &Il

711

Questa é l'identita di Plancherel, che puo es-
sere scritta anche nella forma

a_ 1 2 2
m%)GIf(ﬂc)l =G Elf(x)l

XEG

Dimostrazione. Per la nota 23.3 abbiamo
IIx, x|l = |G| per ogni x € G, possiamo quin-
di applicare il lemma 24.4 al corollario 24.5
con C = |G|, ottenendo

IA” =161 >
xEG

2

) - & Siieor
xXEG

La convoluzione

Definizione 24.11. Siano f,g € C%.
La convoluzione f * g € C¢ & definita da

(f*9)(@):= 3 fla)g(z —a)
a€G

Teorema 24.12. Siano f, g € C¢. Allora
Fra=1Fg
Dimostrazione. Sia x € G. Allora

Fro00 =D (f*9)(@)x(@)

z€G

=3 3 Ha)slz — a)x(@)

z€EG a€G

=3 3" Ha)e(@ — a)x(a) x(&@ — @)

z€EG a€G

=Y f@x@ Y gz — a)x(z —a)

a€G z€G

= f08(x0)

Le formule per un gruppo ciclico

Nota 24.13. G sia ciclico e g un genera-
tore fissato. Come nel lemma 22.7 e nel-
la proposizione 22.8 definiamo i caratteri
X0s X1+ 43 X|@|—1 CON X&x = X} e quindi

xk(9) =€, xx(g)=¢7"*

cosicché

k

xk(ng) = e™*, nk

xk(ng) =&~
per ogni k. Sappiamo che

G = {Xo,Xl,--~,X|G\—1}

e naturalmente, scrivendo z,, := ng,

G ={z0,21,---,2|g|-1)}

Applicando il corollario 24.5 abbiamo

1Gl=-1

Foa) = > f@a)xa(zn)

n=0

1Gl-1

Z .f(wn)E_nlc
n=0

1G|-1

Glf(@a) = Y FOun)xw(zn)
k=0

1G|-1

= > fxw)e™
k=0



LABORATORIO DI PROGRAMMAZIONE  a.a. 2004/05

Numero 7 25

Le formule per Z /2,Z /4 e Z /3

Esempio 25.1. Sia G = 2. In questo caso
e = —1. L'unico generatore di G & 1. Co-
me nell’esempio 22.10 abbiamo la tabella
dei caratteri

0 1
xo |1 1
X1 1 —1

Siccome entrambi i caratteri sono reali, per
f € € abbiamo

f0 =3 Hax@ = X f@)x(@)
zE2 €2
per ogni x € 2 e quindi

fx0) = £(0) + £(1)
F6a) = £(0) — £ (1)

percorrendo nella sommazione ogni volta
una riga della tabella, e

2(2) = ¥ F(Ox(@)

x€2

e quindi

2£(0) = f(xo0) + f(x1)
2f(1) = f(xo0) — F(x1)

percorrendo nella sommazione ogni volta
una colonna della tabella. Si osservi che la
seconda coppia di equazioni & anche visibil-
mente una conseguenza della prima.

Nel caso G = 2" la trasformata di Fou-
rier si chiama anche trasformata di Walsh.
Abbiamo cosi visto il primo esempio di una
trasformata di Walsh.

Esempio 25.2. Sia G = Z /4 = {0, 1,2, 3}.
In questo caso ¢ = i. Come nell’esempio
22.12 abbiamo la tabella dei caratteri (nu-
merati in modo non canonico)

0 1 2 3
X0 1 1 1 1
x1 |1 i| —1 —1
x2 | 1] -1 1| -1
X3 1 —1 —1 i

e la tabella dei caratteri coniugati

0 1 2 3
Xo | 1 1 1 1
x1 |1 —i | —1
xz | 1] -1 1| -1
X3 | 1 i | —1 | —i

Per f € C¢ abbiamo
fx)= m%:G F@)x(e)
per ogni x € G e quindi
Fxo) = £(0) + F(1) + F(2) + f(3)
Flxa) = £(0) — F(1)i — f(2) + f(3)i
Flx2) = F(0) = F(1) + £(2) = F(3)
fxs) = £(0) + f(1)i — £(2) — f(3)i

percorrendo nella sommazione ogni volta
una riga della tabella dei caratteri coniuga-
ti, e

4£(0) = f(xo) + f(x1) + F(x2) + f(xs)
4f(1) = f(xo) + F(x1)i — F(x2) — f(xs)i
4£(2) = f(xo) — f(x1) + f(x2) — F(x3)
47(3) = f(xo0) — f(x1)i — f(x2) + f(xs)i
percorrendo nella sommazione ogni volta
una colonna della tabella dei caratteri.
Esempio 25.3. Sia G = Z/3 = {0,1,2}.
In questo caso ¢ = e%. Come negli esem-
pi precedenti con I'aiuto della proposizione
22.8 otteniamo le tabelle dei caratteri (nu-

merati in modo non canonico) e dei caratteri
coniugati:

01 2
xo | 1|1 1
X1 1| e g2
xz2 | 1 e?2 | e

01 2
Xo | 1|1 1
Xt | 1 2 | e
X2 | 1| € g2

Per f € C¢ abbiamo percid

Flxo) = £(0) + £(1) + £(2)
Fxa) = £(0) + F(1)e” + £(2)e
Flx2) = £(0) + F(1)e + £(2)e*
percorrendo nella sommazione ogni volta
una riga della tabella dei caratteri coniuga-
ti, e
3£(0) = f(x0) + F(x1) + F(x2)
3/(1) = f(x0) + F(x1)e + f(x2)e
3£(2) = f(xo) + F(x1)e® + f(x2)e

percorrendo nella sommazione ogni volta
una colonna della tabella dei caratteri.

11 duale del prodotto

Proposizione 25.4. Siano G ed H gruppi
abeliani finiti. Allora Uapplicazione

GxH—GxH

06 e) — O x(z)e(y)

z,y

¢ ben definita ed un isomorfismo di gruppi.
Un elemento 4 € GT’>A<\H corrisponde alla
coppia (x, @) € G x H con x() = ¥(z,1)
perz € Gep(y) =¥(1,y) pery € H.

Dimostrazione. Facile verifica.

Nota 25.5. G sia prodotto diretto di gruppi
ciclici. Allora G 2 G.

Quando dal teorema di struttura sapre-
mo che ogni gruppo abeliano finito & pro-
dotto diretto di gruppi ciclici, avremo cosi
dimostrato che G 2 G per ogni gruppo abe-
liano finito (benché questo isomorfismo non
sia canonico).

Dimostrazione. Proposizione 25.4 e corolla-
rio 22.9.

Nota 25.6. G ed H siano gruppi ciclici, g e h
generatori fissati di G ed H, ed

27 2mi
gi=€g@ ::6|G|, 6:::5H ::€\H|

Per 0 < k < |G| e 0 <l < |H| definiamo i
caratteri xx: ponendo

xri(g, h) i=e*s'

per cui

xwi(mg,nh) = ™k

Per la proposizione 25.4 in questo modo otte-
niamo ogni carattere di G x H esattamente
una volta.

Gli elementi di G x H possono invece esse-
re scritti nella forma z,,» := (mg,nh). Co-
me nella nota 24.13 per f € C°*¥ abbiamo
allora

|GI-1|H|-1

Foxm) = Z Z f(Zmn)e~™ks™™

m=0 n=0

1 |G|-1|H|-1
= ; mk sl
F(@mn) [GITH] k,z::o ; Fxwi)e

Esempio 25.7. Sia G = 22 = Z/2 x Z/2.
Come generatori nella nota 25.6 possiamo
scegliere g = 1,h = 1. Inoltree = § = —1.
Otteniamo cosi

G = {x00, X01, X10, X11}

con la tabella dei caratteri

00 01 10 11

X00 1 1 1 1
Xo1 1| —1 1] —1
X10 1 1| -1 -1
X11 1] -1]-1

che si ottiene applicando la proposizione
25.4 o la nota 25.6 alla tabella dei caratte-
ri di 2. Siccome i caratteri sono tutti reali,
otteniamo direttamente le rappresentazioni

F(x00) = £(00) + £(01) + f(10) + f(11)
F(x01) = £(00) — f(01) + f(10) — f(11)
F(x10) = £(00) + £(01) — f(10) — F(11)
F(x11) = £(00) — £(01) — f(10) 4 f(11)

sommando attraverso le righe e

4£(00) = f(xo00) + f(x01) + f(x10) + f(x11)
4£(01) = f(x00) — f(x01) + f(x10) — f(x11)
4£(10) = f(x00) + F(x01) — F(x10) — F(x11)
47(11) = f(x00) — f(x01) = F(xa0) + f(x11)

sommando attraverso le colonne. Questo &
il secondo esempio di una trasformata di
Walsh.

Esercizio 25.8. Calcolare le tabelle dei ca-
ratteri e dei caratteri coniugati di Z /2 x Z /3
edi Z/2 x Z/4.11 primo gruppo & isomorfo
a Z/6; confrontare le formule che si ottengo-
no con il metodo della nota 25.6 con quelle
ottenute con la nota 24.13.
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L’ordine di a + b in un gruppo abeliano finito

Situazione 26.1. (G, +) sia un gruppo abe-
liano finito. a,b,... siano elementi di G,
quando non diversamente indicato.

Le ipotesi cambiano dalla situazione 28.7.

Definizione 26.2. P sia I'insieme dei nume-
ri primi.

Nota 26.3. Sia n € Z. Allora
n(a + b) = na + nb

E molto importante notare che questa rela-
zione vale solo in un gruppo abeliano. In un
gruppo non commutativo invece in genere
(ab)™ # a™b™. Cio si verifica gia in Ss, il
piu piccolo gruppo non commutativo:

Siano a = (12) e b = (23). Allora o =
b2 = 1, mentre ab = (123) ha ordine 3 e
quindi (ab)? # 1.

Definizione 26.4. o,
dell’elemento a.

:= |Za| sia Tordine

Osservazione 26.5. 0,05(a + b) =0
percid 644|040p. Inoltre ogypa = —0445b.
Dimostrazione. G & abeliano e quindi

0,05(a + b) = 0a0pa + 040pb

040pa = 0p0ga =0

Nota 26.6. Anche l'enunciato analogo a
quello dell’osservazione 26.5 non vale per
gruppi non commutativi, ad esempio non &
piu vero in S3: Siano di nuovo a = (12)
e b = (23) come nella nota 26.3. Allora
a? = b% =1, ma (ab)* = (ab) # 1.

Teorema 26.7. Sic mcd(oq, 0p) = 1. Allora
Oa+tb = 0a0p

Dimostrazione. Lipotesi implica che esi-

stono n,m € Z tali che no, + mo, = 1.
Siccome 0,a = 0, cid implica a = moya.

Per l'osservazone 26.5 0,450 = —0q45b €
quindi

O0a4b@ = 0g4pMOpa = MOp0a4pa

= —m050a+bb =0

Cio implica 04|0445. Nello stesso modo si
trova che o0y|0q45. Usando di nuovo che
mcd(0q,05) = 1 vediamo che 0, 050445

Dalla prima parte dell’'osservazione 26.5
sappiamo perd che o0,44|0405. Ci0 implica
Oaq4b = 0q0p.

Osservazione 26.8. Siano n,m € N+ 2e
mcd(n, m) = 1. Allora Z /n x Z /meé ciclico e
quindi isomorfo a Z /nm.

Dimostrazione. E chiaro che in G :=
Z/nxZ/msihanno o o) =neop1y = m.
Per il teorema 26.7 0(1,1) = nm.

Siccome |G| = nm, cio implica che (1,1) &
un generatore di G.

Osservazione 26.9. Siano n,m € N+ 2e
med(n, m) > 1. Allora Z /nx Z /mnon é cic-
lico.

Dimostrazione. Sia d := mecd(n, m). Per
. . nm .
ipotesi v < nm. Sia (a,b) un elemento

qualsiasi di G := Z /n X Z /m. Allora g e %
sono interi e
nm

nm nm
e =Cre

= (" na, Zmb) = (0,0)

Cio implica che ogni elemento di G ha ordine
< nm, per cui G non pud essere ciclico.

Osservazione 26.10. H e K siano gruppi e
¢ : H— K un omomorfismo suriettivo. H
sia ciclico. Allora anche K é ciclico.

Dimostrazione. h sia un generatore di H
e z un elemento qualsiasi di K. Allora esi-
ste un @ € H tale che z = ¢(a). Per ipotesi
a = h™ per qualche n € N. Quindi

z = p(a) = p(h") = (p(h))"
Cio mostra che (k) & un generatore di K.

Osservazione 26.11. G, e G2 siano gruppi
e G1 X Gq ciclico. Allora anche G1 e Ga sono
ciclici.

Dimostrazione. Applichiamo l'osservazio-
ne 26.10 alle proiezioni G; x Go—G;.

Proposizione 26.12. Siano ni,...,ns €
N+ 2. Allora Z/n1 X ... X Z [n é ciclico se e
solo se gli nj sono relativamente primi a due
a due, cioé se mcd(n;,n;) = 1 per ogni i, j
con i # j. In tal caso

Z/ni X ...XZL/ns2Z/ni - ns

Dimostrazione. (1) Sia med(n;,n;) = 1
per ogni i # j. Per l'osservazione 26.8 al-
lora Z/n1 X Z/ns =2 Z/nins. E chiaro che
mecd(ning,nj) = 1 per ogni j > 3 e quindi
possiamo ripetere il ragionamento.

(2) Sia med(n;, nj) > 1 per qualche i, j
con i # j. Per l'osservazione 26.9 allora
Z/n;iXZ/njnon é ciclico e per 'osservazione
26.11 anche Z /ny X ... X Z/ns non puo es-
sere ciclico.

Lemma 26.13. Sia n € N tale che n|o,.
Oa,

Allora 0nq = —.
n

Dimostrazione. 0,,na = 0, percio esiste
s € Ntale che 0,4n = s04.
5 Oa
D’altra parte — & un numero naturale
n

. o s .
perché n|o,, e —na = 0; cid implica che
n

. ] . N
esiste t € N con — = tonq. Abbiamo cosi

n
Onan = 8SNntong. Siccome 0,4,7, s,t SONO
numeri naturali # 0 ci0 implica t = 1 e
quindi 'enunciato.

Nota 26.14. Non ¢ difficile dimostrare che
per un elemento g di ordine finito di un grup-
po non necessariamente comm%tativo e per
g
mcd(og,n)
Il lemma 26.13 & un caso speciale di que-
sta formula spesso utilizzata.

n € N si ha sempre ogn =

In questo numero

26  Lordine di a + b in un gruppo
abeliano finito
Un lemma misterioso sul mem
27 Esistenza di sommandi ciclici
11 teorema di struttura
28 G éisomorfoa G
Caratteri reali
La trasformata di Walsh
29 La trasformata di Walsh veloce
30 LaFFT
Calcolo della convoluzione
La FFT in z/2¢

Un lemma misterioso sul mcm

Definizione 26.15. Sianon € N+ 1ep
un numero primo. n, sia allora la massima
potenza di p che divide n.

Lemma 26.16. Siano n,m € N+ 1. Allora
esistono a, 8 € N tali che mem(n, m) = af,
med(a, B) = 1, aln e Blm.

Dimostrazione. (1) Se n = 1, possiamo
scegliere « = 1 e B = m. Se m = 1, pos-
siamo scegliere a = ne B = 1.

(2) Assumiamo quindi che n,m > 2. Sia-
no
Py:={p€P|np >mp}
Py:={p €P|mp > np}
Po:={p €P|np =mp > 1}
Pj :={np | p €P;} perj=0,1,2

7 !
n Ilnp,m.—llmp

PEPY PEPo

TIi= II Np

PEPQ

Allora mem(n, m) = n’m’r. Poniamo
a:=n",8:=m'r
Esempio 26.17. Siano

n=2%.3%.5.7.11%.13-17
m=2-32.52.7*.11% .17*

Nella notazione del lemma 26.16 abbiamo

P ={2%,13}, P.={5°,7% 17"}
Po = {3%,11%}
a=12%.13

B=3%.5%.7*. 112 . 17*

m' =5".7".17", r=3".11

+ +

28 132 |5 |7 |112 |13 | 17

2 | 32|52 7| 112 174
= |+ |+ | = +

Come si usa lo schema?



LABORATORIO DI PROGRAMMAZIONE  a.a. 2004/05

Numero 8 27

Esistenza di sommandi ciclici

Lemma 27.1. Per ogni coppia di elementi
a,b € Gesiste c € G tale che

0. = mcm(0g, 0p)

Dimostrazione. Per il lemma 26.16 esisto-
no o,B € N tali che mem(o,,05) = af,
med(a, 8) =1, aloa e 8|op. Siano

Oa 0p

ji= —, k:i=—

J o 3
Per il lemma 26.13 0, = a e ok = 8.
Essendo mcd(a, 3) = 1, dal teorema 26.7
segue che 04415 = af.

Esempio 27.2. Siano n,m,a,3 come
nell’esempio 26.17 ed 0, = n, 0 = m.
Allora 032.5.7.112.17a+26 — MCmM(0a, 03).

Definizione 27.3. Per n € N siano

G[n] := {a € G | na =0}
nG := {na | a € G}

Proposizione 27.4. Sia v un elemento di
ordine massimo di G. Allora:

(1) o04|0, perognia € G.
(2) oya =0 perognia € G.
(3) G = Glo].

Dimostrazione. I tre enunciati sono equi-
valenti, percio & sufficiente dimostrare il
primo. Siaa € G.

Per il lemma 27.1 esiste ¢ € G tale che
0., = mcm(0g,0y)-

La massimalita di o, implica
0. = 04, per cui 0, = mcm(0,, 0, ). Cid pud
accadere solo se 040,

Definizione 27.5. Un sottogruppo H di G
si chiama un fattore diretto (nel caso nostro
di un gruppo abeliano anche un sommando
diretto) di G, se esiste un sottogruppo K di
Gtaleche H+ K=GeHNK =0.

In tal caso K si chiama un complemento
di H in G. Naturalmente allora anche K &
un fattore diretto di G ed H & un comple-
mento di K in G.

Nota 27.6. Vogliamo adesso dimostrare che
ogni gruppo abeliano finito G ¢ somma di-
retta di gruppi ciclici. E sufficiente dimo-
strare che G possiede dei sommandi ciclici,
perché allora possiamo applicare lo stesso
ragionamento al complemento di quel som-
mando e procedere cosi fino a quando quel
complemento non & il gruppo 0. La proposi-
zione 27.7 indica come trovare un somman-
do ciclico: possiamo prendere il sottogrup-
po generato da un elemento di ordine mas-
simale. La dimostrazione usa da un lato i
risultati sulle relazioni aritmetiche per gli
ordini degli elementi di G che abbiamo de-
dotto in queste ultime due pagine, in par-
ticolare la proposizione 27.4 (che a sua vol-
ta discende soprattutto dal lemma 27.1), e
dall’altro lato il teorema di estensione di ca-
ratteri e il fatto che e »~ & un generatore
del gruppo delle n-esime radici dell’unita.

Proposizione 27.7. Sia v un elemento di
ordine massimo di G. Allora Zv e un fattore
diretto di G.

Dimostrazione. La dimostrazione & un
bellissimo esempio della potenza della teo-
ria dei caratteri. i

Sianon := 0, ed e =ez,=e = Peril
lemma 22.7 esiste ¢ € Zvtale che p(v) =¢.

Per il teorema 23.7 esiste x € G con
(x = ¢, in Zv). In particolare x(v) = e.

Sia K := ker x. Allora K & un sottogrup-
po di G. Dimostriamo che K & un comple-
mento di Zvin G.

(1) Sia @ € G. Per la proposizione 27.4
na = 0, percid x(a) & una n-esima radice
dell’'unita. Ma ogni n-esima radice dell’uni-
ta e una potenza di e, quindi esiste k € N
con 0 < k < n tale che x(a) = &*. Possiamo
scrivere a nella forma

a =kv+ (a — kv)
Pero

x(a — kv) = x(a)x(—kv) =e*e* =1
e cid mostra che a — kv € K, per cui
a€Zv+ K.

(2) Rimane da dimostrare che ZvNK = 0.
Sia a € ZvNK.Allora a = kv per qualche
k € Ncon 0 < k < n, e inoltre

1= x(a) = x(kv) =&*
Ma allora k = 0! Abbiamo infatti supposto

che 0 < k < nelordine di s & n. Cid implica
a=kv=0.

11 teorema di struttura

Osservazione 27.8. Per sottogruppi
Hy,...,Hs di G l'applicazione
Hy Xx...xH; — G
(a1,...,as) —> a1+ ...+ as

& un omomorfismo di gruppi.
Dimostrazione. G & abeliano!

Proposizione 27.9. Per sottogruppi
Hy,...,Hs di G sono equivalenti:

(1) Lapplicazione Hi x ... x H.—G
dell’osservazione 27.8 e un isomorfismo
di gruppi.

(2) Siha Hy + ...+ H, = G e inoltre
h1+ ...+ hs =0con h; € H; per ogni
iimplica hy = ... = hs = 0.

(3) Ogni elemento a di G possiede un’unica
rappresentazione nella forma

a=hi+...+hs
con h; € H; per ogni i.
4 Hi+ ...+ H, =Ge H; N EHJ' =0
i
per ogni i.

In tal caso diciamo che G é la somma diretta

dei sottogruppi Hi, ..., H e scriviamo
G=H1®...0 H;

Per la condizione (1) allora

G=>=Hy X...Xx Hg
Dimostrazione. (1) <= (2): Chiaro. In-

fatti la prima condizione in (2) significa che
m & suriettiva, la seconda che ker m = 0.

(2) = (3): Siaa € G. Per ipotesi a =
h1 + ...+ hs con h; € H; per ogni i. Sia
anche a = R} + ...+ R con h € H; per
ogni i. Allora

(hl—h’1)+...+(hs—h’s):0
e dallipotesi (2) segue h = h; per ogni i.

(8) = (2): Chiaro.

(2) = (4): Lipotesi implica
Hi+..+H,=G
Sia adesso ad esempio

hi € HyN(Hy + ...+ Hy)

Allora hy = ha + ...+ hs con h; € H; per
ogni i > 2 (ma anche hy € H;), cosicché

h1 — ha — ... — hs = 0. Per ipotesi si ha
h; = 0 per ogni i.

4) = (2):Sia hy + ...+ hs = 0 con
h; € H; perognii.Allorah; € Ha+...+H,
e per ipotesi h;y = 0. Nello stesso modo si
dimostra h; = 0 per ogni i.

Osservazione 27.10. H sia un fattore diret-
to di G e K un complemento di H in G.
Allora G = Ho K.

Osservazione 27.11. H e K siano sotto-
gruppi di Ge G = H ® K. M ed N siano
sottogruppidi Ke K = M @ N.

Allora G=H@® M & N.

Dimostrazione. (1) In primo luogo
H+ M+ N=H+K=4G.

(2)Sianoa € H,b € M,c € Nea+b+c=0.
Siccome b + ¢ € K, abbiamo a = b + ¢ = 0.
Pero anche K = M @ N equindib = ¢ = 0.

Teorema 27.12. Esistono elementi
v1,...,vs € G tali che:

(1) G=Zv1® ... Zvs.
2) ovi+1|oviperi: 1,...,8—1.

Dimostrazione. v1 sia un elemento di ordi-
ne massimale di G ed ny := 0,,. Per la pro-
posizione 27.7 esiste un sottogruppo H; di
G tale che G = Zv @ H;. Per la proposizione
27.4 n1G = 0 e quindi anche n1 H; = 0.

Lo stesso ragionamento pud essere appli-
cato ad H;. Scegliamo un elemento v2 di or-
dine massimale in H; e poniamo ns := 0,,.
Allora niv2 = 0 e quindi na|n1.

Di nuovo per la proposizione 27.7 H; pos-
siede un sottogruppo Hs con Hy = Zv2® Ho.
Per la proposizione 27.4 no Hy = 0.

Per l'osservazione 27.11 a questo punto
G = Zwvy ® Zvs @ Hs. In questo modo an-
diamo avanti. Siccome

|G| > |H1| > |H2| > ...
a un certo punto avremo H; = Zwv;.
Corollario 27.13. Sia G # 0. Allora esi-

stono numeri naturali ni,...,ns > 2 con
ni+1|n; perognii=1,...,s — 1 tali che

G2Z/n1X...XZL[ns

Osservazione 27.14. Sia n = pyt - - - p *
con pi,. .., pk primi distinti ed
Qi,...,ax > 1. Allora

Lo X Z/p:k

Dimostrazione. Proposizione 26.12.

Z/n=Z/pit X .

Nota 27.15. I numeri ny, ..., n, nel corol-
lario 27.13 sono univocamente determinati.
G e isomorfo a un prodotto diretto di gruppi
ciclici della forma Z /p™ con p primo. Questi
fattori sono univocamente determinati. Cosi
a meno di isomorfia esistono esattamente 6
gruppi abeliani di ordine 600 = 23 - 3 - 52:

Z[2XZ[2XZ[2XZ[/3XZ]5X L[5
Z[2XZ]2XZ]2XZ[3XZ[25
L[2XL/AXZLZI3XL[5XTL]S
Z[2XZ]AXZ[3 X Z[25
Z/8XZ[3XZL]5XZ[5

Z/8XZ[3 X Z[/25

Per la prop. 26.12 solo 'ultimo & ciclico.

Dimostrazione. Risultati finora ottenuti e
corso di Algebra.
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G & isomorfo a G
Teorema 28.1. G =~ G.

Dimostrazione. Corollario 27.13 (o teore-
ma 27.12) e nota 25.5. Ricordiamo ancora
una volta che questo isomorfismo in genere
& canonico soltanto se G = 2™ per qualche
n € N.

Caratteri reali

Osservazione 28.2. Applicando la defini-
zione 27.3 a G per n € N abbiamo

Glnl={x €G|x" =xo}
={x € G| x"(a) =1perogniac G}

Siccome per G usiamo la notazione molti-
plicativa, scriviamo (non é un prodotto car-
tesiano!)

G ={x"IxeG}t

Definizione 28.3. Gli elementi di G[2] si
chiamano caratteri quadratici di G, gli ele-
menti di G[3] si chiamano caratteri cubici.

Per ogni x € G[2] si ha

x(a) € {1,-1}
per ogni a € G e per ogni x € ([3] si ha

2ni  4mi

x(a) € {1,e73 ,e’3 }
perognia € G.

Caratteri quadratici e cubici sono molto
importanti nella teoria dei numeri e nella
teoria dei campi finiti.

Osservazione 28.4. [ caratteri quadratici
di G sono esattamente i caratteri reali di
G, cioé quei caratteri per cui x(a) € R per
ognia € G.

Dimostrazione. Per x € G sono equiva-
lenti:

(1) x e reale.

(2) x=x.
@ x'=x
@ x> =xo.

Proposizione 28.5. Sono equivalenti:

(1) 2G =0.

2) G[2]=G.

(3) Ogni carattere di G é reale.
@ G*=1

(5) G = 2™ per qualche n € N.
Dimostrazione. (1) <= (2): Chiaro.
(3) <= (4): Osservazione 28.4.
(1) = (4):Sianoa € Ge x € G. Allora
x*(a) = x(2a) = x(0) = 1.

(4) = (1): Sia a € G. Assumiamo che
2a # 0. Per la proposizione 23.8 esiste
x € G tale che x(2a) # 1. Ma per ipotesi

x(2a) =x*(a) = xo(a) =1

una contraddizione.
(1) = (5): Per il corollario 27.13
G2Z/ni X...XZ/ns

con ny,...,ns > 2 (se G # 0 = 2°). Per
ipotesi G[2] = 0. Cid & possibile solo se
n; = 2 per ogni j.

(5) = (1): Chiaro.

Nota 28.6. La proposizione 28.5 & un esempio
di una dualita tra G e G che si pud elaborare
molto piu sistematicamente.

La trasformata di Walsh

Situazione 28.7. n € Ned f : 2" —C
un’applicazione. Tralasciamo talvolta il caso
banale n = 0 e assumiamo n > 0.

Nota 28.8. Applicheremo adesso la teoria ge-
nerale al gruppo 2™. La trasformata di Fouri-
er in questo caso si chiama anche trasforma-
ta di Walsh (o trasformata di Hadamard), co-
me avevamo gia osservato a pagina 25. Per la
proposizione 28.5 i caratteri di 2™ sono tutti
reali, per cui le formule della definizione 24.6
diventano:

= ¥ f@x(=)
z€2n
per ogni x € 27, ed
i@ = o 3 F0x(@)
x€2n
per ogniz € 2™.

Nota 28.9. Siccome 2" =Z/2X...XZ/2,per
la proposizione 25.4 e la nota 25.6 abbiamo,
come negli esempi 25.5 e 25.7, concretamente

2" = {Xuy. .un | (w1, un) €27}

con

Xuy...un (zla s 7w’ﬂ) = (71)u1m1+...+unmn
Per Ui, ... ,Un,T1,...,2n € {0,1}.

Se scriviamo v = (u1,...,u,) ed
z = (z1,...,%Zn) € quindi anche x,(z), ab-
biamo

xu(@) = (-1l

dove ||| & il comune prodotto scalare in R™,
in cui comunque appaiono solo vettori i cui
componenti sono elementi di {0,1}, per cui
||w, z|| € N. Inoltre

(_1)Ilu,mll — (,1)Ilu,wllmod2

e quindi possiamo sostituire |||| con il prodot-
to scalare ||||moa 2 in 2™. Abbiamo percio

Xu(w) = (—1)””'2”mod2

D’altra parte, se consideriamo u ed z come
insiemi,

llu, zll = lun=|
e
lw; Z|lmod 2 = |u N Z|mod 2
_Jo se |u N z| & pari
T 11 se|unz|eédispari
cosicché

xu(z) = (=1)/*"% = (—1)/*N®Imod 2
_ 1
T ]-1

Ad esempio per

se |u N z| & pari
se |u N z| & dispari

v = 01101110
z = 00101101

siha [uNz| = 3 equindi x.(z) = —1.

Le formule di trasformazione diventano

fow) = 3 f@)(-n)ne!

zE€2M

F@) = 5 30 Fo) =10

u€e2™

Siano adesso

uwP*™ = {z € 2" | |u N z| pari}
u¥P ;= {z € 2" | |u N z| dispari}
Allora
fxw= X f@- X f=

zeuPari zeudisp

Questa formula mostra particolarmente be-
ne che la trasformata di Fourier puo esse-
re considerata come un’operazione di som-
mazione; cfr. esempio 25.7. Come tale viene
interpretata in statistica nell’analisi dei di-
segni di esperimenti.

Nota 28.10. Come nell’esempio 22.10 si ha
un isomorfismo canonico

AT
u1—>xu

Possiamo percid elencare gli elementi di 2™
e 27 nello stesso modo, identificando = € 2™
con il numero naturale j di cui z & la rap-
presentazione binaria (completata ad n ci-
fre come a pagina 16), cioé quel j € N per
cui (z)2 = j, e nello stesso modo x, € on
con il numero naturale i per cui (u)2 = 1.
In questo modo otteniamo un ordine natu-
rale per 2" e 27 che ci permette di scrive-
re la tavola dei caratteri di 2" come matri-
ce con 2™ righe e 2™ colonne, esattamente
come nell’esempio 25.7. Denotiamo questa
matrice con

W =W,

e la chiamiamo la n-esima mogltrice di
Walsh. Si ha quindi W € {1, —1}2, e dalle
relazioni di ortogonalita segue che

WW? =W'W = 27§

Da cid deriva W' = Z W.

Nel calcolo combinatorio una matrice A €
{1, -1}° con AA* = A*A = 5§ si chia-
ma una matrice di Hadamard; la matrice
di Walsh & quindi un esempio di matrice di
Hadamard.

Per poter distinguere tra il gruppo 2" e il
numero 2" poniamo G = 2" (come grup-
po). Possiamo allora identificare una fun-
zione f € C¢ con il vettore corrispondente
v € C'C!, se gli elementi di G vengono elen-
cati nell’'ordine naturale appena descritto, e
la trasformata f € C® con un vettore 4 in
C!@! (perché sappiamo che |G| = |G|), elen-
cando anche gli elementi di G nell’ordine
naturale. La formula per la trasformata di
Walsh diventa allora

o= Wvu
come si vede anche dall’esempio 25.7.
La formula di inversione diventa
1

v=—W29
2’".
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La trasformata di Walsh veloce

Nota 29.1. Esiste un modo molto semplice
per ottenere W, 41 da W,,. In primo luo-
go Wy = 1 e, come si vede dall’esempio
22.10,

_ (1 1 _ (Wo Wo
w= (8 =G )

Questa relazione vale per ogni n:

Wn Whn
—Wa

Wht1 = (W

perognin € N.
Dimostrazione. Induzione su n.
n = 0, 1: Gia visto.

n—n + 1: Osserviamo che ogni ele-
mento di 2» %! puo essere scritto nella for-
ma (0, z) oppure (1,z) conz € 2. Unele-
mento (0, z) appartiene alla prima meta
degli elementi di 2" ! nell’ordine natura-
le, un elemento (1, z) alla seconda meta.
Ricordando dalla nota 28.10 il modo in cui
abbiamo elencato i coefficienti della ma-
trice di Walsh e dalla nota 28.9 la formu-
la per i caratteri, W, +1 puo essere scritta
nel modo seguente:

*
X(0,u)(0; %)
*

* * *
* * X(0,u) (1, @)
* * *

* *

* X X ¥

X(l,u)(oaz) X(l,u)(lﬂz)

Abbiamo perd, con w := (—1)1*=ll

X(0,u)(0,2) = (—1)1*=l = o
X(0,u) (L) = (1)1l = o
X(1,u)(0,2) = (—D)1el = o
Xty (1,2) = (=) HIwel =y

Cid mostra che W, 1 ha veramente la for-
ma indicata nell’enunciato.

Possiamo quindi calcolare la matrice di
Walsh direttamente dalla relazione della
nota 29.1 senza usare le formule delle no-
ta 28.8 0 28.9. Nella traduzione in R usia-
mo le funzioni rbind e cbind che uniscono
le righe rispettivamente le colonne di due
matrici:

. A
rbind(A, B) = (B)
cbind(4, B) = (A B)
Abbiamo cosi la semplicissima funzione
Mw.matrice = function (n)
{if (n==0) 1
else {W=Mw.matrice(n-1)
rbind(cbind (W,W) ,cbind (W,-W))}}
Con Mw.matrice(3) otteniamo adesso la

matrice W3, cioe la tavola dei caratteri di
23,

11111111
1-1 1-1 1-1 1-1
1 1-1-1 1 1-1-1
1-1-1 1 1-1-1 1
111 1-1-1-1-1
1-1 1-1-1 1-1 1
1 1-1-1-1-1 11
1-1-1 1-1 1 1-1

e con Mw.matrice(4) la tavola dei caratteri di 2%:

1111111111111 11
1i-11-11-11-11-11-11-11
i1 1-1-111-1-111-1-111-1
1i-1-111-1-111-1-111-1-1
111 1-1-1-1-1 111 1-1-1-1
1i-11-1-11-111-11-1-11-1
i1 1-1-1-1-11111-1-1-1-11
1i-1-1 1-1 1 1-1 1-1-1 1-1 11
1111111 1-1-1-1-1-1-1-1
1i-11-11-11-1-11-1 1-1 1-1
i 1-1-1 1 1-1-1-1-11 1-1-11
1i-1-111-1-11-111-1-1 11
i 11 1-1-1-1-1-1-1-1-1111
1i-11-1-11-11-1 1-111-11
i1 1-1-1-1-111-1-1 111 1-1
1i-1-11-111-1-111-11-1-1

Nota 29.2. Nelle applicazioni pratiche dobbia-
mo calcolare, nella notazione vettoriale della nota
28.10, la trasformata di Walsh

v =Wuv

Se calcoliamo © come prodotto Wwv, dobbiamo pero,
per ciascuno dei 2" componenti di v eseguire 2
addizioni e quindi 2™ - 2" = 22" addizioni. E quin-
di importante che la semplice forma di W,, ci per-
mette di calcolare ¥ in modo molto piu rapido sen-
za addirittura eseguire un’operazione matriciale.

Siccome la lunghezza di v & una potenza di 2,
possiamo, per n > 0, sempre scrivere

0= ()

con due vettori vy, vo € 2"~ 1. Allora

Wih-1 v1
—Wn_1 v2

Se poniamo A := W,,_1, abbiamo quindi
P Avy + Avg
T \Av1 — Avs

Possiamo percio porre

Wih—1

b=Wav= (Wn—l

p1 = Avy, p2:= Avs

avendo cosi

b= (171 +P2) (%)
P1—p2

p1 € pa si calcolano perd di nuovo mediante una
matrice di Walsh (perché A = W, _1) e quindi
possiamo ripetere il procedimento fino a quando
arriviamo a vettori di lunghezza 1. Si noti che la
matrice di Walsh non viene mai calcolato in questo
algoritmo che usa soltano la relazione (*) e, come &
facile vedere, richiede soltanto O(n2™) operazioni.
n2™ & perd molto piu piccolo di (2™)2. Questo algo-
ritmo si chiama la ¢rasformata veloce di Walsh. In
R lo realizziamo mediante la seguente funzione:

Mw = function (v)
{N=1length(v)

if (N==1) v

else {M=N/2

vi=v[1:M]; v2=v[(M+1):N]
pl=Mu(vl); p2=Mw(v2)
c(pl+p2,p1-p2)}}

Questa funzione puo essere applicata direttamen-
te a ogni vettore la cui lunghezza & una potenza di
2, ad esempio

v=c(2,5,8,3)
print (Mw(v))
# output: 18 2 -4 -8

Verifichiamo che il risultato coincide con quello che

L e e S S e

[
o

si ottiene col metodo dell’esempio 25.7,
ricordandoci che dobbiamo sommare
per righe:

2+5+8+3 18
s [2-85+8-3| _| 2
24+5-8-3 —4
2-5-8+3 -8

Esercizio: Provare

v=c(2,1,3,4,2,5,8,7)
print (Mw(v))
# output: 32 -2 -12 -2 -12 24 6

Controllare il risultato a mano utiliz-
zando la tavola dei caratteri di 2° nella
prima colonna di questa pagina.

La funzione Mw ha come argomento un
vettore. Se la funzione che vogliamo
trasformare & data invece veramente
come funzione su 2", ad esempio

f=function (x)
x[1]+x[1]*x[3]1-x[2]

dobbiamo prima calcolare il vettore che
ad essa corrisponde. A questo scopo ser-
ve la funzione

Mw.vettore = function (f,n)
{X=Mfb. cubo(n)
sapply(X,f)}

Esempio:

f=function (x)
x[1]+x[1]*x[3]1-x[2]

v=Mw.vettore(f,3)

print(v)
# output: 00 -1 -1 1201

w=Mw (v)
print (w)
# output: 2 -240-6200

Nota 29.3. La trasformata di Walsh
ha molte applicazioni nell’elaborazione
dei segnali e delle immagini, nella teo-
ria dei codici, nel disegno di esperimen-
ti statistici, nella teoria delle funzioni
booleane. Per quanto riguarda queste
ultime, la trasformata di Walsh viene
impiegata sia per studiare la sensitivita
di una funzione booleana, cioé la misu-
ra in cui la funzione cambia se in un
argomento z € 2" si modifica uno dei
coefficienti, che nelle applicazioni crit-
tografiche. Per poter utilizzare una fun-
zione booleana « in crittografia biso-
gna che la funzione sia il piu irregolare
possibile e la trasformata di Walsh del-
la sua polarizzazione fornisce uno stru-
mento per verificare e stimare questa
irregolarita.

Definizione 29.4. Sia a una funzione
booleana. Allora la polarizzazione p, di
a & definita come

pa(@) i= (-1)*®) =1 2a(a)

E abbastanza naturale che si studi la
trasformata p, piuttosto che &, perché
po assume valori in {1, -1} e quin-
di pud essere confrontata direttamen-
te con i caratteri di 2" che assumono
anch’essi valori in {1, —1}.
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La FFT

Nota 30.1. L’algoritmo per la trasformazio-
ne veloce di Walsh presentato nella nota
29.2 & particolarmente semplice. Se guar-
diamo la tabella dei caratteri di un altro
gruppo abeliano finito, ad esempio Z /n,una
decomposizione simile non & piu cosi imme-
diata. Nonostante cido una tale decomposi-
zione & possibile anche nel caso generale,
benché sia pitt nascosta e piti complicata, e
cio porta all’algoritmo per il calcolo veloce
della trasformata di Fourier (in inglese fast
Fourier transform, FFT) che risale addirit-
tura a GauB ed & stato riscoperto varie vol-
te fino a diventare universalmente noto nel
1965 in seguito a una pubblicazione di Jim
Cooley (un giovane programmatore) e John
Tukey (un famoso matematico e statistico)
come algoritmo di Cooley-Tukey. La trasfor-
mata veloce di Fourier ha avuto un impat-
to immenso nella tecnologia della comuni-
cazione e dell'informatica perché permette
I’esecuzione in tempo reale delle operazioni
di base dell’elaborazione dei segnali e delle
immagini.

La trasformata di Fourier di Z/n in R &
fornita dalla funzione fft che, mediante
l'opzione inverse=T, permette anche di cal-
colare la trasformata inversa. Il primo argo-
mento & nella versione piu semplice un vet-
tore v di numeri complessi; viene calcolata
la trasformata in Z /n se la lunghezza di v
& uguale ad n. Proviamo per n = 4 con il
vettore

TLW N

Secondo quanto visto nell’esempio 25.2 dov-
remmo avere (ricordandoci che dobbiamo
utilizzare la tabella dei caratteri coniugati
e sommare attraverso le righe):

1+24345 11
5= 1—-2i—3+5¢ _ —24 3¢

1-24+3-5 -3

1+42i—3— 54 —2—3i

Infatti cid & quanto otteniamo con la funzio-
ne £fft di R:

v=c(1,2,3,5)

w=fft (v)

print (w)

# output semplificato:

# 11+0i -2+3i -3+0i -2-3i

La funzione ££t pud essere anche usata per
la trasformata di Fourier in G := Z/n1 X
... X Z/ns. Per s = 2 possiamo rappresen-
tare v € C ¢! in forma di matrice come in

v=M.matrice(c(2,5,1,4,1,3,2,1) ,nrow=2)
w=fft(v); print(w)

# output semplificato:

# 18 2

# -4 -8

Il risultato coincide (a parte la rappresenta-
zione matriciale) con quello ottenuto nella
nota 29.2. Infatti in questo caso n; = ns =
2 e quindi @ = 22. La funzione ££t fornisce
quindi anche la trasformata di Walsh.

Esercizio 30.2. Provare

v=M.matrice(c(2,5,1,4,1,3,2,1),righe=2)
w=fft(v); print(w)

# output semplificato:

# 19 -3i -7 3i

# 5 2+i -5 2-i

Calcolare 9 con l'aiuto della tabella dei ca-
ratteri calcolata nell’esercizio 25.8 e con-
frontare i risultati.

Per s > 2 si puo usare la funzione array per
creare elementi di C¢ con
G=Z/n1 X ...xXZ[/ns.

Esercizio 30.3. Sia G = 23. Con

v=array(c(4,1,3,2,5,8,1,1) ,dim=c(2,2,2))

si crea un elemento v € C%. Calcolare 9
con l'aiuto della tabella alla fine della prima
colonna a pagina 29. Poi in R provare fft e
confrontare i risultati.

Calcolo della convoluzione

Nota 30.4. In molte applicazioni si utilizza
la convoluzione. La formula della definizio-
ne 24.11 richiede pero un calcolo impegna-
tivo o e quindi si usa il teorema 24.12 che
permette di ottenere la convoluzione f x g
con il seguente algoritmo:

(1) Calcolo di f e §.

(2) Calcolo di f - §. Questa operazione &
semplicissima.

3) f - § coincide perd con f/;k\g Mediante
I'inversa della trasformazione di Fouri-
er otteniamo adesso f * g.

Usando la trasformata veloce di Fouri-
er (e lalgoritmo veloce quasi identico per
Iinversa) le operazioni (1) e (3) sono cosi
veloci che nella somma questo modo di cal-
colare la convoluzione risulta notevolmente
piu rapido del calcolo diretto secondo la de-
finizione 24.11.

Con la funzione convolve di R si ottiene la
convoluzione. Verifichiamo il teorema 24.12
in un esempio:

u=c(1,2,4,2)
v=c(3,1,2,5)

p=convolve(u,v)
P=££t (p)

U=£ft (u)
V=££ft (v)

print (P)

print (UxV)

# output semplificato:
# 99 -3+12i -1 -3-12i
# 99 -3+12i -1 -3-12i

La FFT in Z/2¢

Per un gruppo ciclico la formula

a|—1

N |
fow)y = 2 fmemt

della nota 24.13 mostra che la trasformata

di Fourier si riconduce al calcolo dei valori
P(¢~*) del polinomio

1G|-1

P := go f(zn)z™

Quando N := |G| & una potenza di 2, il cal-
colo di questi valori puo essere eseguito con
T’algoritmo che adesso presentiamo.

Siano N una potenza di 2 e

P:a0+a1z+...+aN_1zN_1

con gli indici elencati in ordine crescente.
Per N = 1 abbiamo P = ag, per N = 2

invece P = ag + ai1z. Sia N > 2. In questo

caso possiamo decomporre P nella forma

P = Pi(¢®) + zPa2(a?)

N
1
Pr=ap4+ax+...+an—2z?2

N
N1
P =a a3 T aN—_1T 2

Se, per un numero o« reale o comp-
lesso, denotiamo il valore di P(a) con
V(a,ao0,a1,-..,an—1), abbiamo quindi

V(a,ag,a1,...,an—1)
=V(a? ag,a2,...,an_2)
+oa-V(a? a1,a3,...,an_1)

La realizzazione in R non sarebbe difficile:

M.valic = function (v, x)
{N=length(v)

if (N==1) v

else if (N==2) v[1]+x*v[2]
else {x2=x"2

indici=1:N
pari=indicilindici%%2==1]

# Perche’ in R si inizia da 1.
dispari=pari+l

a=v[pari]; b=v[disparil]
M.valic(a,x2)+x*M.valic(b,x2)}}

risulta perd piuttosto lenta, almeno ai fi-
ni della trasformata di Fourier. La ripro-
grammiamo quindi in C, per coefficienti rea-
1li (Valicreale) e complessi (Valic), usando il
tipo nc introdotto nel corso di Programma-
zione. Il suffisso ic ricorda che gli indici sono
crescenti.

double Valicreale

{if (N==1) return A[0];

if (N==2) return A[0]+x*A[1];

int M=N/2; int k; double x2;

double al[M],a2[M]; Double X,X1,X2;

for (k=0,X=A,X1=al,X2=a2;k<M;k++)

L (X1++) =% (X+4) ; *(X2++)=%(X++);}

X2=X*X ;

return Valicreale (al,M,x2)+
x*xValicreale(a2,M,x2);}

nc Valic (nc *A, int N, nc z)
{if (N==1) return A[0];

if (N==2) return Ncadd(A[0],Ncmolt(z,A[1]));

int M=N/2; int k; nc z2;

nc al[M],a2[M]; nc *X,*X1,*X2;

for (k=0,X=A,X1=al,X2=a2;k<M;k++)

L (X1+4) =% (X++) ; *(X2++) =% (X++) ;}

z2=Ncmolt (z,z) ;

return Ncadd(Valic(al,M,z2),
Ncmolt(z,Valic(a2,M,z2)));}

Ancora piu veloce, ma piu difficile da pro-
grammare, & la variante iterativa.

Corso di laurea in matematica A
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