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Il prodotto scalare

Situazione 10.1. Siano ����������� con������� �!�#"$"#"#�%� � &(' , �)�����*�!�$"#"#"#�%� � &(' . Sup-
poniamo di nuovo che � ed � non siano dia-

gonali. Possiamo allora formare il coefficien-
te di correlazione

+-, � +$.0/ �21 �43657�%�8365 19 � 365 9:9 � 365 9;� 1 �4<�=7�%�8<�= 1
già introdotto nella definizione 8.4.> �@?A�%BC�ED sono definiti come a pagina 8.

Nota 10.2. L’equazione 1 ���GF0� 1 �IH �
dell’osservazione 6.10, benché immediata

nella dimostrazione, stabilisce un importan-
te legame tra un concetto statistico, la media� , e un concetto geometrico, il prodotto sca-
lare.

Il coefficiente di correlazione è definito
mediante un prodotto scalare. Il prodotto
scalare di due vettori JA�GKL�L�7� è a sua volta

profondamente legato alla lunghezza
9 J�MNK 9

della somma di due vettori oppure anche al-

la lunghezza
9 JPONK 9 della differenza. Abbia-

mo infatti

9 J;MQK 9 R � �ST0U � ��J T MQK T & R

� �ST0U � J
R T M �ST0U � K

RT MQV �ST0U � J T K T
� 9 J 9 R M 9 K 9 R MQV 1 JA�GK 1

e similmente9 JLOWK 9 R � 9 J 9 R M 9 K 9 R O�V 1 JX�%K 1
I due punti J e K formano insieme all’origineY

un triangolo (eventualmente degenerato) i
cui lati hanno le lunghezze

9 J 9 , 9 K 9 e 9 J�OWK 9 .
Assumiamo che il triangolo non sia degene-
rato e sia Z l’angolo opposto al lato di lun-

ghezza
9 J[ONK 9 . Per il teorema del coseno ab-

biamo9 JLOWK 9 R � 9 J 9 R M 9 K 9 R O�V 9 J 9:9 K 9E\^]!_ Z
da cui

1 JX�@K 1 � 9 J 9:9 K 9`\^]!_ Z
come abbiamo già osservato a pagina 8.

Il coefficiente di correlazione di � ed � , no-
nostante il nome prometta molto di più, è

essenzialmente un parametro che lega � <�=
ed � <�= con � <�= MQ� <�= ed � <�= OW� <�= .

Corollario 10.3. Siano JX�%KL�L�7� edZ a���� . Allora9 ZXJbM�aXK 9 R �cZ R 9 J 9 R M�a R 9 K 9 R MdV!Z�a 1 JX�@K 1
Dimostrazione. Per la nota 10.2 e la bili-

nearità del prodotto scalare abbiamo9 ZAJ;M�aXK 9 R � 9 ZAJ 9 R M 9 aXK 9 R MQV 1 ZAJX�%aXK 1�cZ RC9 J 9 R Mea RC9 K 9 R MQVfZ�a 1 JA�@K 1

Osservazione 10.4. Siano JX�%KL�L�7� edZg�(ae��� . Allora

�hZAJ;M�aiK & 365Q�cZXJj365WM�aXK*365
Dimostrazione. Per la linearità della me-

dia abbiamo

�hZXJ-MeaXK & 365 �cZXJ[M�aXK-O ZAJ;M�aXK8F ��cZXJ[M�aXK-Ok�hZ J;M�a K & F ��cZg��J�O J�F � & M�al��K-O K8F � &�cZXJ 3i5 M�aiK 3i5
Lemma 10.5. Siano JX�%KL����� vettori di
lunghezza F , cioè

9 J 9 � 9 K 9 �cF . Allora

1 JX�%K 1 �mF�O FV 9 JPO�K 9 R
Dimostrazione. Per la nota 10.2 abbiamo9 JLO�K 9 R � 9 J 9 R M 9 K 9 R OWV 1 JA�@K 1�IVnOWV 1 JX�%K 1

per cui

V 1 JX�%K 1 �IV7O 9 JPO�K 9 R
Ciò implica l’enunciato.

Nota 10.6. Consideriamo un puntoo �p�rq*�@s & nel piano e il punto out �p��s �%q & che

si ottiene riflettendo o alla retta s[�vq .w sia la distanza di o da questa retta.

q

s �rq8�%s &

�hsj��q &

a

a

Allora o O oft �p�rqxOWsj�%syO)q & , per cui

��V w & R � 9 o O oft 9 R �IV*�rqxOWs & R
cosicché w R � FV �rqnOWs & R .FV �rq�Ocs & R è quindi il quadrato della di-

stanza del punto ��q*�%s & dalla retta s[�vq .
Nota 10.7. Siano JX�%KI�v��� vettori di lun-
ghezza F . Per zi�mFu�#"#"#"#�GH sia w*{ la distanza

del punto ��J { �@K { & dalla retta sI�|q in � R .
Allora

1 JX�%K 1 �mF�O �}{ U � w R{
Dimostrazione. Dalla nota 10.6 sappiamo

che w R{ � FV ��J { OWK { & R . Per il lemma 10.5

1 JX�%K 1 �mF~O FV 9 JLO�K 9 R
�mF~O �S { U �

FV ��J { OWK { & R �cF�O �S { U � w
R{

In questo numero

10 Il prodotto scalare
Algebra della varianza

11 Il coefficiente di correlazione
12 Decomposizione della varianza

Le critiche

13 Esempi commentati
14 Il quartetto di Anscombe

Correlazione parziale

La funzione Sreg.residui
Bibliografia

Algebra della varianza

Proposizione 10.8. Siano JX�@KL�L��� edZ��%a��L� . Allora

� R �C�*�A�*� �cZ R � R� M�a R � R� MQVfZ a � �u�
Dimostrazione. Usando il corollario 10.3

e l’osservazione 10.4 abbiamo

� R �C�*���*� � 9 �hZXJ;M�aXK & 365 9 RH�OQF
� 9 ZXJ 3i5WM�aiK*3i5 9 RH�OQF
�cZ R 9 J 365 9 RH�OQF M�a R 9 K*365 9 RH�OQF

MQVfZ a�1 J 365x�%K*365 1H�OeF�cZ R � R� MQa R � R� MQVfZ a � �u�
Corollario 10.9. Siano JX�@KL�P� � . Allora� R�*�X� � � R� M � R� MQV � �u�
Osservazione 10.10. Siano JX�@Km�m�7� edZ��%a��L� . Allora� �C�4� �*� �IZ a � �u�

Dimostrazione. Usando l’osservazione

10.4 abbiamo

� �C�4� �*� � 1 �hZXJ & 365x�#��aXK & 365 1HdOeF
�21 ZXJ 3i5x�(aiK*3i5 1H�OQF
�cZ�aL1 J 3657�@K*3i5 1HdOeF �cZ a � �u�

Osservazione 10.11. Siano JX�@Km�m� � edZ��%a��L� . Allora � �*�X� � � � �0��� � � � � �u� .
In particolare � �*�i� � � � � � .

Dimostrazione. Abbiamo

��J;M�Z6F$� & 365Q�IJ 365WM�Z��EF#� & 3i5��IJ 3i5
perché �`F$� & 365�� Y

; per la stessa ragione��K7M�a�F#� & 365��IK*3i5 .
Ciò implica l’enunciato.
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Il coefficiente di correlazione

”
Il falsificatore astuto è più abile. Applica

metodi formalmente inattaccabili a dati non
adatti a questi metodi ...“ (trad. da Fassl, 3)

Corollario 11.1. ��� ������	�
��� �	
dove � �	 è il quadrato della distanza di�������	���� ���	�� dalla retta ����� nel piano  � .

Questa è una della più importanti inter-
pretazioni del coefficiente di correlazione.

Dimostrazione. Siccome

���"! ����� ��� ��� !
l’enunciato segue dalla nota 10.7.

Proposizione 11.2. �#��$&%('
$&%)$*'

Dimostrazione. Abbiamo

$ %(' �
! ��+, ��� +-, !. �/�

�0� ! ��+, ��� +-, !1 � +, 121 � +-, 1
� ! ��+, ��� +-, !� . �3� � $4%5$*'

� $&%('
$&%)$*'

Corollario 11.3. �#��687�9 $4%4' ��6 .
Corollario 11.4.

����6:7�9 $
�
%<;=' � $

�
%
> $
�
' .

Dimostrazione. Ciò segue dai corollari

11.3 e 10.9.

Corollario 11.5. Siano ? �A@/B  DCE6 . Allora

�4F %HG IJ' �
�LKAM<N ? @-�O � %('

Dimostrazione. Usando l’osservazione
10.10 e la proposizione 10.8 dalla proposi-

zione 11.2 abbiamo

�4F %HG IJ' � $ F %HG IJ'
$ F % $*IJ'

� ? @1 ? 121 @ 10$&%4'$ % $ '
Corollario 11.6. Siano ? �P@/B  . Allora

� %<; F � � G '(;QI � � �R� %('
Dimostrazione. Ciò segue dalla proposi-

zione 11.2 e dall’osservazione 10.11, oppure
in modo geometrico dalla figura nella defi-

nizione 8.4.

Nota 11.7. Abbiamo visto nella nota 8.5 che
la retta di regressione di � rispetto ad

�
può

essere scritta nella forma

� � � �TS � � � � � con SU�R�
1 � +,�11 � +, 1 .

Sostituituiamo adesso
�

ed � con
�V���

ed � ��� . Il coefficiente di correlazione non

cambia e le medie sono uguali a 6 . Inoltre

1 �W� ��� � +-, 1 � 1 � ��� 1 � �1 � � ��� � +-, 1 � 1 � ��� 1 � �
per cui l’equazione della retta di regressio-
ne di � ��� rispetto ad

�����
è semplicemente

�X���4�
Il coefficiente di correlazione è quindi la

pendenza della retta di regressione di � ���
rispetto ad

�����
.

�
ed � siano i dati relativi ai minerali di

ematite della prima tabella a pagina 9. Cal-

coliamo le normalizzazioni geometriche con
la nostra funzione Y*ZQ[2\(Z (pagina 7):

]4^(_)`ba&c�dba&e5dbf&g�dbf(hJdif&a5dbf&a�dbf&a5dbf4f5dbf*j<kl4^(_)`ba&m�dba&f5dbf&g�dba&c5dif*g�dbf&a�dbf*j�dbf4f5dbf*g<k
] \(Z ^ Y*ZQ[2\(Z `W]nkJo0l \(Z ^ Y*ZV[2\(Z `Wl<kp(q<r \4s `Wq(tvu \(w `W] \(Z dia(k&kp(q<r \4s `Wq(tvu \(w `Wl \(Z dia(k&k

Otteniamo cosı̀ la tabella

� � ����� � ���
x(y x<z � 65{ |(} � 65{ x<yx } x<~ � 65{ � � � 65{ z 6~ 6 ~ 6 � 65{ x(x 65{ 6<�~n� x<y � 65{ 6(� � 65{ �4y~(x ~ 6 65{ � � 65{ 6<�~(x ~<x 65{ � � 65{ x |~(x ~ � 65{ � � 65{ �n�~(~ ~<~ 65{ ~(~ 65{ ~ |~ � ~ 6 65{ | � 65{ 6<�
��� ���J� ������� �v� ��� �

Nota 11.8. Ricordiamo dalla nota 8.3 che

� �TS � >�� � �
Il vettore dei residui ��� � � � � è stato in-

trodotto a pagina 9.

6

� +, �

� �� � �� � �
�

�
��+,

S � +,
�

.

� �

Le coordinate di � ��S � >�� � � sono natu-

ralmente

� 	 �TS � 	 >3�
i punti

�W� 	 � � 	 � sono quindi esattamente i

punti sulla retta di regressione con ascisse
uguale ad

� 	 .

A pagina 9 abbiamo definito i residui

� 	 � � 	 � � S � 	 >3� � � � 	 � � 	

�

� ��� 	 ��� 	 � ���TS5� >��

� 	 ��� 	 � � 	 �

Proposizione 11.9.1 � 1 � � � ��� � � �O 1 � +,01 �
Dimostrazione. Nella prima figura della

nota 11.8 vediamo che

�1 � +, 1 � 1iKA� N � 1 ��� �#� � �

e ciò implica il risultato.

Osservazione 11.10.
����� � ��� .

Dimostrazione. Sappiamo che �����*� K � .

Corollario 11.11. Sono equivalenti:

(1) �0��6 .
(2) I punti

��� 	 �v� 	 � si trovano tutti sulla ret-
ta di regressione di � rispetto ad

�
.

(3) � � � � .
(4) ���T� � .

Dimostrazione. (1) 7�9 (2): Chiaro.

(1) 7�9 (3): Siccome
1 � +,�1X���6 , dalla

proposizione 11.9 segue che

����687�9 ��� � � ��6 .
(3) 7�9 (4): Chiaro.

Osservazione 11.12.
(1) ��� � 7�9 ����� � � ��� .

(2) ��� ��� 7�9 ����� � � � ��� .

(3) ����687�9 � ���3� � ���
7�9 ��+-, � � +, .

Dimostrazione. �����*� K � e abbiamo già

osservato che � è anche l’angolo tra le nor-
malizzazioni geometriche

�V���
ed � ��� .

Osservazione 11.13. Sia
� ��6 . Allora

! ��+, �v� +, !��"! � �P� !
Dimostrazione. Per il lemma 7.2 abbiamo

! ��+, �v� +, !��"! ��+, ��� !E�"! � ��� !
perché

� ��6 implica
�V+-, � � .

Corollario 11.14. Sia
� ��6 . Allora

����687�9 � � �
Nel linguaggio comune il termine correla-

zione significa un rapporto stretto tra due
elementi e questo significato viene spesso

meccanicamente applicato al coefficiente di
correlazione che invece deve essere compre-

so solo come un parametro numerico che
non individua una precisa configurazione
statistico-causale tra due variabili.
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Decomposizione della varianza

Osservazione 12.1. Sia ������� . Allora

�	��
����� �
Dimostrazione. Ciò segue dall’osservazio-

ne 10.11.

Osservazione 12.2. � � � .
Dimostrazione. Dalla prima figura della

nota 11.8 è chiaro che ��� � non è solo la

proiezione ortogonale di � sulla retta � � �
(teorema 6.13), ma anche la proiezione or-

togonale di � sulla stessa retta e ciò implica
(ancora per il teorema 6.13) che ��� � � � � �
e quindi ��� � .

La dimostrazione analitica è altrettanto

facile: Dalla nota 8.3 sappiamo che

� � ��� ������� 
�

Però � 
� ��� , per cui � � ��� � � � .
Corollario 12.3. � ��� e quindi � � � 
� .

Dimostrazione. Ciò segue dall’osserva-
zione 12.2 ed è evidente anche dalla prima

figura nella nota 11.8, da cui si vede che �
è ortogonale a � � e possiede quindi media �
per il corollario 6.11.

Corollario 12.4. � 
� � ��� 
�� .

Dimostrazione. Infatti

��� 
� � �! ��� � � �� � � � � � 
�

per l’osservazione 12.2.

Corollario 12.5." � 
� " # � " �  $� " # � " � 
� " #
� " � " # � " � 
�� " #

Usando il corollario 12.4 l’enunciato

segue dalla figura - non è altro che il teo-
rema di Pitagora applicato al triangolo a si-
nistra.

�

� 
�
�

� �� � ���� �
�

�
� 
�

� 
� � ��� 
�
%

.

� �

Proposizione 12.6.
" � 
� " # �'& # " � 
� " # .

Dimostrazione. Per il corollario 12.5 e la

proposizione 11.9 abbiamo

" � 
� " # � " � 
� " #  (� #
� " � 
� " #  �) �  & #+* " � 
� " #
�'& #�" � 
� " #

Proposizione 12.7. � #, � � # � # - .
Dimostrazione. Dal corollario 12.4 abbia-

mo � 
� � ��� 
� . L’enunciato segue dall’os-

servazione 12.1 e dalla proposizione 10.8.

Teorema 12.8. � #. ��� #, � � # / � � # � # - � � # / .

Dimostrazione. Ciò segue dal corollario

12.5, perché dal corollario 12.3 sappiamo
che � � � 
� , per cui abbiamo

" � 
� " # � )102 � * � #.
" � 
� " # � )102 � * � #,
" � " # � " � 
�� " # � )102 � * � # /

Nota 12.9. Il teorema 12.8 è molto import-
ante in statistica e costituisce una decom-

posizione della varianza di � nella somma
tra la varianza di � , cioè la parte di � . che

deriva direttamente dalla regressione di �
rispetto ad � , e la varianza di � , cioè la va-

rianza del vettore dei residui.� # / perciò si chiama anche la varianza re-

sidua (di � rispetto ad � ). La varianza di � è
quindi uguale alla varianza dovuta alla re-

gressione più la varianza residua.
Il coefficiente

� #,� #. � � #
� # -
� #.

dà una misura di quanto la regressione da
sola determina la varianza di � e si chiama
per questa ragione il coefficiente di determi-

nazione (di � rispetto ad � ).
Proposizione 12.10. Il coefficiente di deter-

minazione è uguale al quadrato del coeffi-

ciente di correlazione:

� #,� #. �'& # .
Dimostrazione. Ciò segue direttamente

dalla proposizione 12.7 e dall’equazione

� �'& �
.
� -

che abbiamo visto a pagina 9.

Nota 12.11. Per il corollario 11.11 il coeffi-
ciente di determinazione è uguale a � se e

solo se i punti )1��354 � 3 * si trovano tutti sul-
la retta di regressione di � rispetto ad � .
Dalla proposizione 12.10 segue inoltre che
il coefficiente di determinazione non cambia
se scambiamo � ed � ; infatti per definizione& - . �'& . - .
Nota 12.12. Nelle ipotesi che abbiamo fatto

nelle osservazioni che seguono la nota 9.1
le variabili ��3 ed � 3 hanno ruoli diversi. In
situazioni in cui nessuna delle due variabili

può essere considerata indipendente si può
disegnare anche la retta di regressione

6 � ��7189�;:�7
degli ��3 rispetto agli � 3 . Allora, siccome& - . �'& . - �'& , abbiamo

� �'&
" � 
� "" � 
� " � 7 �'&

" � 
� "" � 
� "
Da ciò segue

& # � �<��7
" & " ��= ��� 7 è quindi la media geometrica del-

le pendenze delle due rette di regressione.

>@?BADC E #

F ?2G 7IH@J!K+7

H ?2G F JLK

Le critiche

Nota 12.13. Abbiamo visto finora le più im-

portanti interpretazioni del coefficiente di
correlazione. Esse mostrano che si tratta di

un concetto essenzialmente geometrico che
dovrebbe essere quindi utilizzato solo in quei

casi in cui i legami geometrici hanno un si-
gnificato statistico per il problema che si stu-

dia (cfr. però quanto detto nella nota 10.2).
In particolare si dovrebbero evitare interpre-

tazioni causali, anche in casi di correlazioni
vicina a � . Una correlazione uguale o vici-

na a � a sua volta non implica che non ci
sono legami statistici o causali tra le varia-
bili. Se ad esempio � �M� e con ogni pun-

to )1��354 � 3 * anche )N O��3P4 � 3 * appartiene ai da-
ti (con la stessa molteplicità se presente più

volte), per il corollario 11.14 il coefficiente di
correlazione si annulla, anche quando sussi-

ste un semplice legame funzionale tra le va-
riabili, ad esempio ogni volta che � 3 ��Q )1��3 * ,
dove Q è una funzione simmetrica, cioè tale
che Q ) 6 * �'Q )N 6 * .

>@?SRTADC #	U- ?$RTAVC A UXW G9?SRTADC A W K ?BAVC UPUNY

� 3 � � #3

In questo caso la retta di regressione è data
da 8 � � , come segue dalla relazione

: � �  (� � .
Un coefficiente di correlazione nullo non

significa quindi una mancanza di legami
causali tra � ed � , ma esprime piuttosto una

forma di simmetria.

Il coefficiente di correlazione e i coefficienti

della retta di regressione sono molto sensi-
bili alla presenza anche di pochi valori ec-

cezionali (in inglese outliers). Talvolta valo-
ri estremi possono essere semplicemente eli-

minati, ma ciò è permesso solo quando si può
assumere che questi valori derivino da errori
nelle misurazioni; in medicina valori estre-

mi, quando non dovuti ad errori, hanno spes-
so significati diagnostici, per cui bisogna ri-

correre ad un altro modello.

L’uso indiscriminato del coefficiente di cor-

relazione viene spesso e giustamente critica-
to. J. Carroll chiama il coefficiente di corre-

lazione

”
one of the most frequently used tools of

psychometricians ... and perhaps also one of

the most frequently misused“

(citato in Rodgers/Nicewander, 61), e Arak
Mathai, un famoso esperto di probabilità

geometrica, è dell’opinione che il nome coef-
ficiente di correlazione non dovrebbe essere

più utilizzato, come risulta dalla recensione
di uno dei suoi lavori sullo Zentralblatt:

”
One of the most widely used concepts in

statistical literature is the concept of correla-

tion. In applied areas this correlation is in-
terpreted as measuring relationship between
variables. This article examines the structure

of the expression defining correlation and
shows that this concept cannot be meaning-

fully used to measure relationship or lack of
it, or linearity or nonlinearity or indepen-

dence or association or any such thing, and
recommends that this misnomer correlation

be replaced with something else in statistical
literature.“
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Esempi commentati

������� �	�

In questo caso 
 sembra veramente dipen-

dere in modo lineare da � ; la retta di regres-
sione può essere utilizzata correttamente

come legge che lega le due variabili.

������� ��

Questo caso è simile al precedente con il

coefficiente di correlazione che esprime cor-
rettamente il più debole legame rispetto al

caso precedente.

������� ���

Nonostante il coefficiente di correlazione sia

uguale a ��� ��� , il legame sembra sinusoidale
piuttosto che lineare e quindi è più appro-
priato un modello nonlineare.

������� �	�

������� ���

In questi due esempi il legame lineare è

molto debole e nella seconda figura si ha
l’impressione che la correlazione maggiore

sia dovuta più a una certa simmetria e con-
centrazione al centro che a una dipendenza

di 
 da � .

��������� � 

���!��� ��

La dipendenza funzionale di tipo quadrati-

co è evidente; il coefficiente di correlazione è
vicino a � ; cfr. pagina 12. Infatti il coefficien-
te di correlazione misura solo la dipendenza

lineare tra le due variabili.
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Nonostante che il coefficiente di correlazione

sia molto vicino a zero, si notano in ciascuna
delle ultime due figure due gruppi che espri-

mono una dipendenza lineare piuttosto spic-
cata di 
 da � . Questa situazione è tipica per
dati non omogenei.
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Anche questo è un caso di disomogeneità dei

dati in cui però i tre gruppi distinti produ-
cono insieme un coefficiente di correlazione

alto, benché all’interno di ogni gruppo la di-
pendenza lineare è piuttosto debole.
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Si vede il forte effetto di un singolo valore
eccezionale sul coefficiente di correlazione;
persino nella seconda figura il coefficiente di

correlazione è maggiore di quello nella terza!
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Queste configurazioni illustrano un’altra

volta quanto detto nella nota 12.13 riguardo
al caso in cui i punti sono (almeno approssi-

mativamente) simmetrici rispetto a una ret-
ta parallela all’asse delle 
 .
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La correlazione totale è negativa, benché

ogni gruppo presenti al suo interno una forte
correlazione positiva.
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Il quartetto di Anscombe

Esempi particolarmente impressivi sono

stati costruiti da Francis Anscombe (citato
in Bahrenberg/, 199-200). Consideriamo le

seguenti serie di dati, noti nella letteratura
come quartetto di Anscombe:
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Questi dati hanno in comune le seguenti ca-
ratteristiche:��� 
�
 ;� � ��! �"� �� � ;

retta di regressione # � �$ ��%'&(�$ � ;
coefficiente di correlazione ) � �$ ��� .

Nonostante ciò le figure mostrano relazioni

di dipendenza completamente diverse.

Anscombe I - correlazione *�+ ,.-

Anscombe II - correlazione *�+ ,	-

Anscombe III - correlazione *�+ ,	-

Anscombe IV - correlazione *�+ ,	-
Solo nel primo caso l’analisi regressiona-
le lineare può essere applicata. Gli esem-

pi fanno vedere chiaramente che i valori
numerici dei parametri statistici non sono

sufficienti per una corretta interpretazione
statistica che deve affiancata dalla rappre-
sentazione grafica e uno studio il più det-

tagliato possibile dei meccanismi interni da
cui i dati derivano.

Che nonostante le critiche, con un uso ra-

gionato del coefficiente di correlazione si
possono ottenere anche rappresentazioni
molto convincenti di legami statistici, lo mo-

strano i grafici alle pagine 188-189 del libro
di Bahrenberg/, in cui sono illustrate le cor-

relazioni tra le diverse zone climatiche della
Germania.

Correlazione parziale

Nota 14.1. Talvolta una correlazione tra �
ed � è riconducibile alla correlazione di en-
trambe le variabili con una terza variabile;

per studiare questi influssi si introduce la
correlazione parziale. D’altra parte, anche

l’interpretazione della correlazione parziale
pone problemi e si basa su ipotesi che spes-

so non sono facilmente identificabili. Si do-
vrebbe quindi fare un uso molto cauto del

coefficiente di correlazione parziale; in par-
ticolare si dovrebbe sempre poter assumere

che � ed � dipendono in modo lineare dalla
terza variabile. Cfr. Linder/, 38-43.

Definizione 14.2. Sia /103254 un terzo

vettore non diagonale. Denotiamo con 6�7 la
proiezione ortogonale di � sul piano 8:9 ge-

nerato da

 4 ed / e con 6$; la proiezione or-

togonale di � su 8<9 . Siano = 7?> �@�BA 6 7
e =�; > �C�DA 6�; . Assumiamo inoltre che) -7 9FE� 
 ed ) -; 9GE� 
 . Per il corollario 11.11

allora =�7 e =�; sono E� � ; questi vettori, es-
sendo ortogonali a


 4 , sono allora anche
non diagonali. Definiamo in queste ipotesi

la correlazione parziale ) 7�;�H 9 di � ed � ri-
spetto ad / tramite

) 7�;�H 9 > � )�I 7 I ;
Nota 14.3. Nelle ipotesi della definizione

14.2, i vettori =�7 e =�; sono entrambi orto-
gonali al piano 8<9 . Per �KJ �

ciò implica

che sono paralleli, ma ciò non è più vero per�ML � ; infatti il complemento ortogonale di

un piano in 254 ha dimensione �NA � .
Proposizione 14.4. Nelle ipotesi della defi-
nizione 14.2 si ha

) 7�;�H 9 � ) 7�; A ) 7 9O) ; 9P 
 A ) -7 9RQ 
 A ) -; 9
Dimostrazione. Paset, 32-35, dove si trova

anche un’interpretazione di questa formu-
la, che talvolta viene posta come definizione
della correlazione parziale, nell’ambito della

trigonometria sferica.

La funzione Sreg.residui

Definiamo una funzione per il calcolo del vet-
tore dei residui = :
S�T�U�VXWYT�U�Z�[�\�]�[N^�_�]�`�a	b�[�c�`edgf�hgi�jk ]�^�S�T�U�VXWlT�U�b�b�m$dgfOhgi�ji�n$dY]�oqp	r�s�f�t�]�ovu�r�j�w

Applichiamo questa funzione al terzo esem-
pio a pagina 13:

# � �
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