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Colori e simboli

La rappresentazione grafica di dati ad al-
ta dimensione & un importante strumento
della statistica esploratoria. Essa puo esse-
re considerata una tecnica di trasformazione
dei dati che pero si appella nelle intenzioni
d’utilizzo alle capacita della visione umana.

Nella seconda figura a pagina 17 siamo ri-
usciti a rappresentare la superficie di ogni
comune mediante 'area di un cerchio. Delle
quattro variabili note sui 15 comuni c¢i man-
ca soltanto la distanza dal mare che possia-
mo rappresentare almeno in modo qualitati-
vo, tramite la scelta di un colore secondo il
seguente schema in cui d denota la distanza
dal mare in km:

d < 12 ... azzurro
12 < d < 30 ... verde chiaro
30 < d < 60 ... verde scuro
60 < d < 100 ... giallo scuro
d > 100 ... castano

Ricordiamo che in ascisse e ordinata sono
rappresentati i ranghi.
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11 grafico a colori & gia molto soddisfacente.
Questa tecnica e le sue generalizzazioni pos-
sono essere utilizzate ogni volta che n, ciog
il numero degli oggetti rappresentati, non
& troppo grande in rapporto all’area dispo-
nibile; come in una buona mappa cartogra-
fica si possono rappresentare anche nume-
rose variabili contemporaneamente. Se gli
strumenti tipografici lo permettono si pud
scegliere un’area di disegno molto grande
per poter aumentare n.

Nel disegno abbiamo rappresentato 15 og-
getti su una superficie 5 cm x 5 cm; su una
superficie di un m? possiamo quindi visua-
lizzare 400 x 15 = 6000 oggetti, ad esempio
i dati di 6000 pazienti.

Per rappresentare piu variabili possiamo
ornare i cerchietti e usare, se opportuno, piu
colori in ogni cerchietto:
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In cartografia e meteorologia vengono utiliz-
zati in modo sistematico numerosi simboli
che permettono all’esperto di riconoscere fa-
cilmente situazioni anche molto complesse.
Anche la notazione musicale puo essere con-
siderata come esempio di una sofisticata tec-
nica grafica per la rappresentazione di com-
plicate serie temporali.

Quando il numero delle osservazioni & mol-
to alto non & facile distinguerle in un dia-
gramma bidimensionale; lo stesso vale, se ci
sono osservazioni uguali. Allora si puo usare
un istogramma bidimensionale, che & quindi
realizzato in 3 dimensioni e percid a sua vol-
ta difficile da rappresentare e da interpreta-
re in una grafica piana. Spesso & da preferire
I'uso di colori; la regione piana delle osser-
vazione viene suddivisa in rettangoli della
stessa forma e grandezza, e dopo la scelta di
una scala di valori messa in corrisponden-
za con intervalli di frequenza ogni rettango-
lo viene colorato con il colore corrispondente
al numero delle osservazioni in quel rettan-
golo.

Al posto di rettangoli si possono anche
usare esagoni; si ottengono spesso grafici
molto suggestivi, ma di non facile realizza-
zione sia per il disegno degli esagoni che per
la corrispondenza dei colori.

Invece di una corrispondenza discreta si
usano spesso, come peraltro per istogrammi
univariati, funzioni continue per la rappre-
sentazione di densita teoriche adattate alla
situazione reale (stime nucleari di densita).

R contiene molte possibilita per produrre
grafici statistici. Otteniamo una rappresen-
tazione bidimensionale del numero di abi-
tanti e dell’altezza dei 15 comuni, dopo
proiezione su [0, 1], con

Gr.postscript("18-plot.ps",5,5)
Db(2)

X=Db.matrice()

X01=Sm.tra01(X)

x=X01[,1]; y=X01[,2]
intx=c(0,1)

Gr(intx,intx)
plot(x,y,pch=21,bg="green’)
dev.off ()
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Per la visualizzazione sullo schermo bisogna
togliere la prima riga e inserire locator(1)
prima di dev.off().
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Rappresentazione a coppie

Piu di due variabili possono essere confron-
tate a coppie come abbiamo fatto nella figu-
ra seguente per i 15 comuni. A differenza da
pagina 17 qui abbiamo usato i valori nume-
rici al posto dei ranghi.
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Spesso si aggiungono anche i grafici riflessi
all’asse dei 45 gradi; in R esiste una fun-
zione apposita pairs. Il primo argomento &
la matrice numerica dei dati, cioé la nostra
X; per le opzioni grafiche possibili vedere
7pairs. Provare

Db(2)
X=Db.matrice()
pairs(X,pch=19)
locator(1)
dev.off ()

Con il parametro pch si pud scegliere la for-
ma dei punti secondo questo schema:
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Biprofili

Quando sia il numero delle variabili che
quello degli oggetti non sono troppo gran-
di, spesso si ottengono risultati interessanti
con i biprofili (figure a vaso) che consistono
semplicemente nel raddoppio del grafico dei
valori spesso riportato rispetto a un’ascisse
verticale. Per i nostri 15 comuni, applican-
do la funzione Sm.tra01 alla matrice X, ot-

teniamo le rappresentazioni

Trento Venezia Vicenza

I TH

Pisa Ravenna Torino

—~ -4

Milano Padova Parma
Ferrara Firenze Genova
Belluno Bologna Bolzano

Queste figure possono perd anche inganna-
re se non si osservano esattamente i confi-
ni tra le variabili indicate; in particolare un
valore grande di una variabile crea un’area
grande in corrispondenza ad essa che otti-
camente sembra venga condivisa con le va-
riabili adiacenti anche quando queste han-
no valori piccoli. Sono comunque ben visi-
bili somiglianze tra Firenze e Bologna, tra
Bolzano e Trento, tra Genova e Venezia.

Nella creazione dei grafici abbiamo usato
la seguente funzione che genera i vertici del
biprofilo come successione di numeri com-
plessi:

# Dall’alto in basso se dir==2.

Sme.biprofilo = function (v,alt,
scala=1,dir=1)

{y=if (dir==1)

seq(0,alt,length=1length(v))

else seq(alt,0,length=length(v))

xdes=scala*v; xsin=-scala*rev(v)

c(xdes+li*y,xsint+li*rev(y))}

Le figure a vaso dipendono naturalmente
dall’ordine in cui gli elementi dei vettori di
dati sono elencati; quando esiste un ordi-
ne naturale, ad esempio in una serie tem-
porale o in statistiche demografiche, anche
I'interpretazione della figura & pit naturale.

Rappresentiamo in questo modo una sta-
tistica di mortalita per diversi tipi di cancro
nella popolazione statunitense maschile (da
De Vita/, 233), in cui usiamo le seguenti ab-
breviazioni:

Pa ... pancreas, St ... stomaco,
In ... intestino, Fe ... fegato,
Po ... polmoni, Pr ... prostata.

Pa | St | In | Fe Po | Pr

1930 552 | 25 16 7 19
1940 8| 44 | 36 11 15 28
1950 12 | 33 | 36 9 32 28

1960 14 | 23 | 35 7 55 29
1970 16 | 16 | 35 7 81 29
1980 15 | 11 | 36 6 99 31
1990 14 9| 32 7| 108 37
fegato polmoni prostata
pancreas stomaco intestino

11 1990 si trova alla parte inferiore dei vasi.
Si nota un fortissimo aumento della mor-
talita per cancro ai polmoni e una notevo-
le diminuzione per il cancro allo stomaco,
mentre i valori per gli altri tipi di cancro
sono variati molto meno nei 60 anni tra il
1930 e il 1990, con un aumento a piu del
doppio comunque nel cancro al pancreas.
Interessante & anche la distribuzione dei
tipi di cancro nei singoli anni, da cui vedia-
mo che mentre nel 1940 i cancri allo stoma-
co e all'intestino causavano piu vittime, ne-
gli anni piu recenti gli organi piu colpiti so-
no polmone e, in misura minore, la prostata.
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Ortogonalita

Situazione 19.1. V sia uno spazio vettoria-
le reale di dimensione finita e || || un prodot-
to scalare (cioé una forma bilineare simme-
trica positivamente definita) su V.

Definizione 19.2. Due vettori v,w € V si
chiamano ortogonali se ||v, w|| = 0. In que-
sto caso scriviamo anche v L w.

Piu in generale, per sottoinsiemi X, Y di
V scriviamo X L Y se z L y per ogni
z€XedogniyeY.

Definizione 19.3. X sia un sottoinsieme di
V. Poniamo

X1t . ={veV|vLzperognize X}

Dalla bilinearita del prodotto scalare segue
facilmente che X+ & un sottospazio vetto-
riale di V.

Definizione 19.4. W1, ..., W}, siano sotto-
spazi vettoriali di V. Diciamo che V & som-
ma ortogonale di W1, ..., Wy, se sono sod-
disfatte le seguenti condizioni:

Q) V=Wi+...4+ W,
(2) Wi L W, peri # j.

Scriviamo allora V = W; B ... H W.

Osservazione 19.5. X ed Y siano sottoin-
siemidi V taliche X LY.

Allora X nY C {0}

Se X ed Y sono sottospazi vettoriali, si ha
quindi X NY =0.

Dimostrazione. Sia v € X NY. Per ipotesi
allora ||v, v|| = 0 e cid implica v = 0.

Corollario 19.6. W sia un sottospazio vetto-
riale di V. Allora W N W+ =o0.

Osservazione 19.7. W1, ..., Wy siano sot-
tospazi vettoriali di V tali che

V=wiH...BW,

AlloraV=W1®...®Wy, cioe W;NW; =0
peri # j.

Dimostrazione. Osservazione 19.5.

Proposizione 19.8. W sia un sottospazio
vettoriale di V. Allora

dimV = dim W + dim W

Dimostrazione. Corsi di Geometria o Pa-
set, 50.

Lemma 19.9. W sia un sottospazio vettoria-
ledi V. Allora W+ =w.

Dimostrazione. (1) Per la simmetria del-
la relazione di ortogonalita & chiaro che ogni
elemento di W & ortogonale ad ogni elemen-
todi W, percui W ¢ wtt.

(2) Per la proposizione 19.8 abbiamo
dimW*t =dimV — dim W+
=dim V — (dim V — dim W)
=dim W
W c W1+ implica adesso W = WL,

Corollario 19.10. W sia un sottospazio vet-
toriale di V. Allora

W=V < Wt=0
Dimostrazione. = : Chiaro.

<=:8Sia Wt = 0. Per il lemma 19.9 si
ha W=w*t =0t =V.
Lemma 19.11. W1 e Wy siano sottospazi vet-
toriali di V. Allora

dim(W1 + Wa) + dim(Wi N Wa)
= dim Wi + dim W»

Dimostrazione. Corsi di Geometria.

Proposizione 19.12. W sia un sottospazio
vettoriale di V. Allora V = W BW ™.

Dimostrazione. Siccome W N W+ = 0
dobbiamo solo dimostrare che W+ W+ = V.
Per il lemma 19.11 e la proposizione 19.8

dim(W + W)

= dim(W + W) +dim(W nwh)

= dimW +dimW™* =dimV
Proposizione 19.13. W sia un sottospazio
vettoriale # 0 di V. Allora esiste una base
ortonormale di W e ogni base ortonormale di

W puo essere estesa a una base ortonormale
diV.

Dimostrazione. Corsi di Geometria.
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Il teorema spettrale

Situazione 20.1. Come prima sia V uno
spazio vettoriale reale di dimensione finita
e || || un prodotto scalare su V. Supponia-
mo inoltre che V # 0 e che ¢ : V—V sia
un’applicazione lineare.

Definizione 20.2. ¢ si dice simmetrica se
llev, w|l = ||v, pw]|| per ogniv,w € V.

Definizione 20.3. Un autovalore di ¢ & un
numero A € C tale che det(p — A§) = 0.

Se A & un autovalore reale di ¢, un auto-
vettore di ¢ per A & un elementov € V \ 0
per cui pv = Av.

Proposizione 20.4. Se ¢ ¢ simmetrica, al-
lora ogni autovalore di ¢ é reale.

Dimostrazione. Corsi di Geometria. Non &
difficile, ma bisogna lavorare con spazi vet-
toriali su C e dimostrare ’enunciato analo-
go per operatori hermitiani.

Proposizione 20.5. )\ sia un autovalore
reale di ¢. Allora esiste un autovettore di A
inV.

Dimostrazione. Siccome det(p — A\§) = 0,
l'applicazione

o —A: V—V

non é iniettiva e quindi Ker(p — A§) # 0;
qui usiamo l'ipotesi che V # 0. Ma gli ele-
menti di Ker(¢ — A§) \ 0 sono proprio gli
autovettori di ¢ per A.

Corollario 20.6. Se ¢ ¢ simmetrica, allora
@ possiede un autovalore reale X e un auto-
vettore per .

Dimostrazione. In primo luogo esiste un
autovalore A € C, perché C ¢ algebricamen-
te chiuso. L'enunciato segue dalle proposi-
zioni 20.4 e 20.5.

Definizione 20.7. Per )\ € R sia

Ey(¢) := Ker(p — A\J)
={veV]|pv=2Av}

E(p) & un sottospazio vettoriale di V.

Si noti che Ex(p) # 0 se e solo se A é un
autovalore di ¢; cio segue dalla proposizio-
ne 20.5.

Lemma 20.8. ¢ sia simmetrica e \,u € R
con A # p. Allora Ex(p) L E,(y).

Dimostrazione. Siano v € E»(y) e
w € E,(p). Per I'ipotesi di simmetria

llev, wll = [[vs |
Ma

llpv, wll = [[Av, w]| = Allv, w]|
e

llv, pwll = |lv, pwl| = pllv, w|l.

Siccome X\ # pu, necessariamente
llv, w|l = 0.

Corollario 20.9. ¢ sia simmetrica e
A, 1 € Rcon X # u. Allora

Ex(p) NEu(p) =0

Dimostrazione. Cio segue dal lemma 20.8 e
dall’osservazione 19.5.

Definizione 20.10. Un sottospazio vetto-
riale W di V si dice p-invariante, se

oW CW

In tal caso possiamo considerare I'applica-
zione lineare

ow W — W
w — pw

Proposizione 20.11. ¢ sia simmetrica e W
un sottospazio vettoriale p-invariante di V.
Allora anche W+ ¢ p-invariante.

Dimostrazione. Sia v € W. Per ogni
w € W abbiamo allora

v, wl| = |lv, pw|| =0
perché per ipotesi pw € W.

Osservazione 20.12. W sia un sottospazio
vettoriale di V. Allora la restrizione di ||, ||
a W & un prodotto scalare su W.

Osservazione 20.13. W sia un sottospazio
vettoriale p-invariante di W. Se ¢ é simme-
trica, anche ow & simmetrica.

Corollario 20.14. ¢ sia simmetrica e W un
sottospazio vettoriale p-invariante # 0di V.
Allora W contiene un autovettore di ¢.

Dimostrazione. Siccome W # 0, tenendo
conto delle osservazioni 20.12 e 20.13 pos-
siamo applicare il corollario 20.6 all'opera-
tore simmetrico ¢w . E chiaro che un auto-
vettore di o & anche un autovettore di ¢.

Teorema 20.15. ¢ sia simmetrica e
A1, - .-, Ak 8li autovalori distinti (necessa-
riamente tutti reali) di ¢. Allora

V=Ex(p)H...BHEs (¢)
Dimostrazione. Sia
W= Ex; () + ...+ Ex (9)

Per il lemma 20.8 i sommandi sono ortogo-
nali tra di loro. Dobbiamo quindi solo dimo-
strare che W = V. Per il corollario 19.10 &
sufficiente dimostrare che W+ = 0.

Sia W+ # 0. Dalla proposizione 20.11
sappiamo che W+ & g-invariante e dal co-
rollario 20.14 segue che esistono 4 € R e
v € W\ 0 tali che pv = pv. Ma allora
1 € un autovalore di ¢, percid esiste un j
tale che p = X;. Cio implica v € Es; (¢)
e quindi v € W perché, per costruzione,
E)‘j Cc W.

D’altra parte v € W e cid, per il corolla-
rio 19.6, implica v = 0, una contraddizione.

Nota 20.16. ¢ sia simmetrica e A1,..., Ag
gli autovalori distinti di ¢. Per il teorema
20.15

V=B () B...BE (o)

Se per ogni j scegliamo in modo qualsiasi
una base ortonormale di E; (¢) (cid & pos-
sibile per la proposizione 19.13), essa consi-
ste necessariamente di autovettori di ¢ ri-
spetto all’autovalore A;. Combinando tutte
queste basi, otteniamo una base ortonorma-
le di V consistente di autovettori di ¢.

Corollario 20.17. A € R sia una matrice
reale simmetrica. Allora esiste una matrice
ortogonale U tale che U~ AU sia diagonale.

Dimostrazione. Applichiamo la nota 20.16
al caso V = R*® con ¢ := O Az. E imme-

diato che ¢ & simmetrica rispetto al prodotto
scalare comune in R®. Per la nota 20.16 esi-
ste una base ortonormale e1, . . ., es che con-
siste di autovettori di A. Se U & la matrice
le cui colonne sono gli e;, otteniamo I'enun-
ciato.

Nota 20.18. W1,..., W, siano sottospazi
vettoriali di V tali che

V=W1i®...0W,

Allora ogni v € V possiede un’unica rappre-
sentazione nella forma

v=w1+ ...+ wg

con w; € W; per ogni i. Se poniamo
m;v 1= w;, otteniamo applicazioni

i V—W

che sono, come si dimostra facilmente, linea-
ri e suriettive. Esse sono le proiezioni rispet-
to alla decomposizione (*). Per ogniv € V/
abbiamo

v=mv+ ...+ TV

Cid corrisponde a una decomposizione
id=m14...+ 7%

dell'identita.

Nota 20.19. ¢ sia simmetrica e A1,..., A
gli autovalori distinti di ¢. Applicando la no-
ta 20.18 alla decomposizione

V=Ex\(¢)B...BE;, ()

abbiamo ¢7m;v = A;m;v perogniv € V e
quindi

YUV = PT1V + ... + TRV
= ATV 4+ ...+ ApTRY
ottenendo cosi la decomposizione spettrale
e =A7m1+ ...+ A7k

dell’operatore simmetrico ¢.
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