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Linsieme di Rayleigh

Situazione 21.1. V sia uno spazio vettoria-
le reale di dimensione finitam > 1e|| || un
prodotto scalare reale su V. ¢ : V—V sia
un’applicazione lineare simmetrica rispetto
a || ||, cioé nel senso della definizione 20.2.
A1, - .., Am siano gli autovalori (necessaria-
mentereal) dip e A1 > ... > Ay

Definizione 21.2. Per v € V \ 0 sia

o, o]
Reo(v) i= ———
)= T

il quoziente di Rayleigh di ¢ in v. Per un sot-
toinsieme X C V sia inoltre
Re(X) :={Re(v) | ve X \0}

R, (X) si chiama l'insieme di Rayleigh di ¢
su X. R, (V) in alcuni libri di analisi nume-
rica & anche detto semplicemente I'insieme
dei valori di .

Osservazione 21.3. v sia un autovettore di
¢ per lautovalore X. Allora R, (v) = A

Dimostrazione. Un autovettore & # 0, per-
cid il quoziente di Rayleigh & definito. Inoltre

llo, goll _ llo, 2l _ Allw, o]l _

llv, vll llv, vll llv, vl

Osservazione 21.4. Sia v € V \ 0. Allora
v .
Re (ﬁ) = R (v). Percio
v
Re(V)=Ro({veV||v=1})
Lemma 21.5. ¢4, ..., e, sia una base orto-
normale di Ve wv,w € V con

v=ao1€e1+ ...+ amem

w=pF1e1+ ...+ PBmem

con a;,3; € R.Allora

m
llv,wll = > arBe

Dimostrazione. Abbiamo

lv,w] = ||are1 + ... + @mem,
Bier + ...+ Bmem||
m m
=>"> " aiBilles, el
i=1j=1

I
NgE
NgE

aifjdi; = Z o PBr
k=1

i 1

1j

Corollario21.6. ¢4, .. ., e, sia una base or-
tonormale di V ev € V con

v=aoi1e1+ ...+ amem
Allora:
(D) lv,v|| = 3 2.
k=1

(2) Se gli ey, sono autovettori di ¢ con
per = Arer per ogni k, allora

< 2
llv, ool = kZ Ak,
=1

Dimostrazione. (1) segue dal lemma 21.5.
(2) Lipotesi implica che

v =p(aier + ...+ amem)
=aiper + ...+ ampem

=ai1A1e1+ ...+ amAmem

L'enunciato segue ancora dal lemma 21.5.

Lemma 21.7. Siano dati numeri reali
@1,...,am cON @ = min(ai,...,am),

B :=max(ai,...,am). Allora Uinviluppo
convesso dell’insieme {a1,...,am} & linter-
vallo [a, B].

Dimostrazione. I := [«a, 3] & un insieme
convesso che contiene tutti i punti dati. Dob-
biamo dimostrare che I & il piu1 piccolo insie-
me convesso con questa proprieta. E chiaro
che non possiamo togliere le estremita « e 3,
perché esse appartengono ai punti a;. Se in-
vece da I togliamo punti interni, otteniamo
un insieme che non & piu convesso, perché il
segmento che congiunge « e 3 & proprio I.

Teorema 21.8. R, (V) = [Am, A1].

Dimostrazione. Per la nota 20.16 esiste
una base ortonormale e1,...,e, di V tale
che pe; = Ae1,...,0m = Am€m.

(1) Siav € V \ 0, ad esempio
v = aie1+...+amem. Peril corollario 21.6
allora
[[v, pv]| Aa? 4. Amal
- a% + ...+ a2

op

a%—i—...-l—a%n'
Alloraty >0ety+...+tn =1, evedia-
mo che

llv, »ll

Per1 < k < msiaty :=

llv, vl

=tidi+...+tmAm
[lv, |

appartiene all'inviluppo convesso dei nume-
rireali A1,..., Am.

(2) Se viceversa sono dati numeri reali
t1,...ytm > 0cont; + ... +t, = 1, e
se poniamo aj, := /%x per ogni k, allora

a% _ tk
af+...4+02 "ttt tim

= tr
e, ponendo v := aie1 + ...+ Amem, COMe
prima

v v
t1d1+ ...+t Am = M
llv, vl

(3) Cio mostra che R,(V) coincide
con linviluppo convesso dei numeri reali

A1,- .., Am € quindi, per il lemma 21.7, con
[Ams A1
Corollario 21.9.

A1 = max R, (V)

Am =min R, (V)
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Matrici normali

Una matrice A € R si dice normale, se
AA" = A' A. Una matrice simmetrica & evi-
dentemente normale, ma anche ogni matri-
ce antisimmetrica (cioé tale che A* = —A)

e ogni matrice ortogonale (cioé tale che
A* = A™') & normale. Matrici antisimme-
triche o ortogonali perd non hanno in gene-
re autovalori reali, si pud perd dimostrare
che, se con ¢ := O Az definiamo R, (V)

come nella definizione 21.2 (rispetto al pro-
dotto scalare comune), R, (V) coincide an-
che in questo caso con I'inviluppo convesso
dell’insieme degli autovalori di A. Cfr. Sto-
er/Bulirsch, 85.

11 baricentro

Lemma 21.10. fy,...
Ry,. Per c € R, sia

, fn. siano punti in

F(c) = _izlm —cf?

Allora F assume il suo minimo nel bari-

fi+. 4+ fn
centro —— .
n
Dimostrazione. Con ¢ := (c1, - . ., c¢m ) ab-
biamo
n m 2
Flety-yem) = >0 > (fiw — cx)

i=1k=1

Per la determinazione del minimo conside-
riamo le equazioni

oF

5e; = —QE(fij —¢)=0

n
ciog nc; = > fi; e cio implica
i=1

e= X+t f0)
n

Siccome = 2§, per ogni j, k, ve-

Bcjdck
diamo che si tratta veramente di un mini-
mo.

Useremo questo lemma per dimostrare che
ogni retta di regressione ortogonale di una
matrice di dati X passa per il baricentro X
delle righe di X.
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Spazi ortogonali intermedi
Proposizione 22.1. Per ogni v € V si ha
Am|lv, o]l < lv, pol| < Ao, v]]

Dimostrazione. Cid per v = 0 & banale e
segue per v # 0 dal teorema 21.8.

Lemma 22.2. ¢, ..., e,, sia una base orto-
normale di V tale che

Qe1r = A1€1,...,Pem = Amem. Sappiamo
dalla nota 20.16 che una tale base esiste. Per
1 < r < s < m poniamo

En.s :=Re,+ ...+ Reg
Allora

Ry (Ers) = [Xss Ar]
e quindi

max Ry, (Ers) = Ar = Ry (er)
min Ry, (Ers) = As = R (es)

Dimostrazione. E chiaro che E,.; & -
invariante e che la matrice di

Y :=Qov: Ers—Ers

rispetto alla base e,,...,es &
Ar e 0
0 ... s

Cid mostra che gli autovalori di ¢ sono
Ar, - -, As. 2 & simmetrica per 'osservazio-
ne 20.13 e soddisfa le condizioni della situa-
zione 21.1; possiamo quindi applicare il teo-
rema 21.8 a 7.

Siccome A\, = max(Ap,...,As) € Ay =
min(Ar,..., As), otteniamo I'enunciato, te-
nendo conto dell’'uguaglianza A\; = R (e;)
per ogni i che segue dall’'osservazione 21.3.

Corollario 22.3. ey, ...,e, sia una base
ortonormale di V tale che
Qe1r = A1€1,...,9m = Amem. Usiamo le
notazioni del lemma 22.2.

(1) Sial <k < m.Allora
mawa(Ekm) = min R¢ (Elk)
= A = Ry (en)
(2) Sial < k < m.Allora
max R, (EIJ_,k—l) = max Ry (Ekm)
= Ak = R (ex)
(3) Sial <k < m.Allora
min Ry (Ejyq ) = min Ry (E1x)
= Ak = Ry (er)
Osservazione 22.4. X ed Y siano sottoin-
siemidi VeveE XNY conv #0. Allora
minR,(X) < Ry (v) <maxR,(Y)

Lemma 22.5. W1 e Wy siano sottospazi vet-
toriali di V. Allora

m + dim(Wy N W) > dim Wy + dim Ws
Dimostrazione. Per il lemma 19.11
dim Wy + dim W

= dim(W1 =+ Wz) —+ dim(W1 n W2)
< m + dim(Wi N Wa)

Lemma 22.6. Sia 1 < k < m. W sia un
sottospazio vettoriale di V con dim W < k.
Allora

max Ry (W) > Apt1

Dimostrazione. Scegliamo di nuovo una
base ortonormale eq,...,e,, di V tale che
pe1r = Ai€1,...,Pem = Amem. Usiamo la
notazione del lemma 22.2.

Per la proposizione 19.12 abbiamo
V=W@W equindi

dimWt =m — dim W
Per il lemma 22.5 abbiamo
m + dim(WJ_ n E1!k+1)
> dim W + dim Ey 41
=m—-dmW+k+1
>m-—k+k+l=m+1
Cid implica
dlIIl(VV'L n El,k+1) >1

per cui W N By j41 # 0. Esiste quindi un
vettore v € W+ N Ej 41 con v # 0. Con
il lemma 22.2 e usando l'osservazione 22.4
segue adesso

/\k+1 = min R¢ (El,k+1)
<Ry (v) < maxR,(WH)
Teorema 22.7 (teorema di Courant). Sia

1 < k < m. Sia U linsieme dei sottospazi
vettoriali U di V con dim U > m — k. Allora

Akg1 = min{max’R‘P(U) | U e U}

Dimostrazione. Sia 4’ I'insieme dei sotto-
spazi vettoriali W di V con dim W < k. Per
il corollario 22.3 e il lemma 22.6 allora

Ak41 = min{max R, (W) | W e U}
Ma
dimW <k <= dimW* >m —k

L'enunciato segue dalla proposizione 19.12.

Calcolo matriciale

Useremo da ora in avanti, come duso
nell’algebra multilineare e in geometria dif-
ferenziale, indici in alto per gli indici di riga
di una matrice, indici in basso per gli indici
di colonna. Quando necessario applichiamo
questa notazione anche alla nostra matrice
dei dati, cosicché a pagina 15 abbiamo

X' =z
i
X ;= ®ij
Raccogliamo nei prossimi punti alcune for-

mule del calcolo matriciale nella nuova no-
tazione.

Nota 22.8. Per A € R}, e B € R7" abbiamo
AB € Ry con

(AB): = 3 ALBY = A'B;
a=1

per ogni 4, j. Si noti che il prodotto matri-
ciale fornisce un’applicazione

R} x RT*—RY

Corollario 22.9. Per A € RE e v € R" si ha
Av € RP con

(Av)' = 3 Al v~ = A'v
a=1

per ogni i.
Corollario 22.10. Per f € Rm e B € R} si
ha fB € R, con

(1B); = 3 fuB5 = 5,

per ogni j.

Corollario 22.11. Per A € A7, e BE€ R} si
hanno

(AB)' = A'B=)_ ALB"
a=1

(AB); = AB; = ) AuBj

a=1
Dimostrazione. Per il corollario 22.10 ab-
biamo
(A'B); = A’B; = (AB);
e per il corollario 22.9
(ABj)' = A'B; = (AB)
per ogni i, j.

Corollario 22.12. Siano v € R™ ed f € Rs.
Allora vf € R con

(Whi=2'f;

Dimostrazione. Cio & un caso speciale del-
la nota 22.8.

per ogni i, j.

Proposizione 22.13. Siano A € R}, e
B € R Allora

AB = ) A.B®
a=1

Dimostrazione. Per il corollario 22.12 ab-
biamo

(35 B = 30 (AaB™;

a=1
= ALBj = (AB)]
a=1

Corollario 22.14. Siano A € R}, e
v € R™. Allora

Av= 3 A v*

a=1

Nota 22.15. Siano A € R}, ed f € R,p,.
Allora

Af* & quindi una combinazione lineare di
Ai,...,Am con i coefficienti fi,...,fm.
Useremo questa osservazione fra poco per
A=XCE

Osservazione 22.16. Sia A € R.,. Allora
(4)" = (A"
(4;)" = (A4

per ogni i, j.
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Formule per il prodotto scalare

Nota 23.1. Con || || denotiamo il prodotto
scalare comune sia in R™ che in R,,.
Per u, v € R™ abbiamo quindi

m
lu, ]| = vlo = 3 u®v®
a=1

per f,g € R,, abbiamo

I£:90 = fo" = 3 fusa
Osservazione 23.2. Per A c Ry e
v,w € R™ vale

v Aw = |, Aw|| = || A0, w]|
Per B € R ed f,g € R vale

By =I5B, gll = £ 9Bl

Dimostrazione.

llv, Aw|| = v* Aw
— (A')'w = || A%y, |

I#B, gl = fBg'
= f(¢B")" =1f,9B"|
Corollario 23.3. Siano A € R}, B € R.
Allora
(A'B)i = ||As, By
per ogni i, j.

Dimostrazione. Usando la nota 22.8 e
losservazione 22.16 abbiamo

(A'B); = (A*)'B;
= (4:)'Bj = || 4, By
Lemma 23.4. Per A € Ry e v € R™ abbia-
mo
145, vl = (A*v)?
per ogni j.

Dimostrazione. Dal corollario 22.11 e
dall’osservazione 22.16 segue

145, vll = (4;)"v
= (A" v = (A"v)?

Proposizione 23.5. Siano A € Ry e
v € R™ Allora

P
X 1145,0]% = |lv, AA* ]| = v* AA'Y
i=1

Dimostrazione. Usando il lemma 23.4 e
losservazione 23.2 abbiamo

D450l = (At

= [|A%v, A"v|| = ||v, AA™0]|

Lemma 23.6. Per f € R,,, e B € R}, abbia-
mo

lf, Bi|l = (fB*):

per ogni i.

Dimostrazione. Dal corollario 22.11 e
dall’osservazione 22.16 segue

£, B|| = f(B))" = f(B"): = (fB"):
Proposizione 23.7. Siano f € R,, e
B e R},. Allora

2 15 B1* = 1£BB. fl| = fB' Bf*

Dimostrazione. Usando il lemma 23.6 e
losservazione 23.2 abbiamo

DA B =3 ((1BY):)?

= ||fB*, fB'|| = ||fB'B, {||

Regressione ortogonale

Situazione 23.8. Sia di nuovo X € R}, la
nostra matrice di dati con n > 2.

Nota 23.9. Nella regressione ortogonale cer-
chiamo una retta in R,, tale da minimiz-
zare la somma dei quadrati delle distanze
dei punti X* da questa retta; cfr. pagina 9.
Ogni retta con questa proprieta si chiama
una retta di regressione ortogonale di X.

(X1, X3)

m =2

Osservazione 23.10. Esiste almeno una
retta di regressione ortogonale di X.

Dimostrazione. Infatti la funzione da mi-
nimizzare & ovviamente continua ed & evi-
dente che ci si puo limitare a un insieme
compatto di parametri da variare.

Lemma 23.11. Ogni retta di regressione or-
togonale nella situazione 23.8 passa per il
baricentro X = (X1,...,Xm) dei punti
X°.

Dimostrazione. R sia una retta di regres-
sione ortogonale. U sia la proiezione ortogo-
nale di X su R. Per ogni i sia Q° la proie-
zione ortogonale di X* su R.

Siano S la retta parallela ad R passante
per X e P* la proiezione ortogonale di X°*
su S.

Xz'

Allora Q* — U = P — X per ogni i. Dal
teorema di Pitagora abbiamo

X - Q)P =X -UP? - Q' - U

XP— P2 = X~ X2 = |P - X|?
= X' -XP-1Q" -UP

Dal lemma 21.10 segue adesso

Z": |X1‘ - Pi‘2
i=1
=X X -XP-> Q' -uP
i=1 i=1

< IXT-UP -3 let-up
i=1

i=1

Sy X Qi

i=1

Nota 23.12. La retta di regressione ortogo-
nale in genere non & univocamente deter-
minata. Consideriamo ad esempio i quattro
punti

x'=(1,0)
x> =(0,1)
X3 =(-1,0)
x*=(0,-1)

nel piano Rs. Per il lemma 23.11 ogni ret-
ta di regressione ortogonale R passa per il
baricentro che in questo caso coincide con
Torigine. Come nella figura sia o ’'angolo tra
R e lascisse.

X2

X3 x!

X4

Dal disegno si vede che la somma dei qua-
drati delle distanze dei punti X ¢ dalla retta
R & uguale a 2(sin? a +cos? o) = 2, indipen-
dentemente da a.

Nell’esempio della nota 23.12 entrambe le
colonne di X hanno media 0 e cid implica
MX = 0. La matrice X¢°M definita a pa-
gina 24 & quindi, per il lemma 24.3, uguale
a

XX = ((2] g) =2

Cio significa che ogni vettore # 0 di Ry & un
autovettore di X ©°M per 'unico autovalore
2 e quindi possiamo scegliere una qualsiasi
base ortonormale ¢!, ¢? di Ro come assi prin-
cipali e quindi anche le componenti principa-
li non sono univocamente determinate.
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La formula di proiezione

Nota 24.1. Per il lemma 23.11 ogni retta di
regressione ortogonale di X passa per il ba-
ricentro X dei punti X? e pud quindi essere
scritta nella forma

Ry :=Y+Rg

con g € Ry, e |g| = 1. Per la proposizione
8.2 la proiezione ortogonale P, di X* su Ry
& uguale a

Pi=X+|Xx'-X,glg

Come nel lemma 23.11 dal teorema di Pita-
gora abbiamo

i P2 _ i 12 i ~ 12
X' - P =|X" - X|” - |P, — X]|
Ma
P} - X1 =|IX - X,g|?

cosicché
n

) P2
DX =Py
i=1

=3 X - XP =S - X gl
i=1 i=1

La somma i | X% — X|? perd dipende so-
lo dalla mz;t?ilce dei dati X e non dal vet-
tore g che vogliamo variare per ottenere il
minimo di i |X* — P}|? e vediamo che
quest’ultim;=slomma & minima se e solo se
n

SIXE — X, g]|? @ massima.
=1

La matrice di covarianza
Definizione 24.2. La matrice
XCOM . (xCE)txCE

si chiama la matrice di covarianza maggiore
di X (termine non standard), la matrice

xcoMm
cov(X) := P
n—

la matrice di covarianza di X. Entrambe le
matrici appartengono ad R} e sono simme-
triche.

Possiamo definire un operatore

ox Ry — Ry,
fr— fxooM

evidentemente simmetrico.
Lemma 24.3. X°°M = xXtX — X' MX.

Dimostrazione. Sappiamo dal corollario
15.11 che M? = M. Inoltre chiaramente
M'! = M, per cui anche M*M = M. Per-
cio

XCOM — (x - MX)"(X — MX)

= (X' - X'M")(X - MX)
=X'X-X'MX-X'M'X +X'M*MX
=X'X-X'MX - X'MX + X'MX
=X'X - X'MX

Osservazione 24.4.

coMyi CE 4CE
(x )5 = IX7 T X

SX.X.:

cov(X)j- iX;

Dimostrazione. Per il corollario 23.3 ab-
biamo

CcOM\i _ CE\t yCEvi
(x )5 = (XTE)Y XTT);
c c
=X, x7F

Dividendo per n — 1 otteniamo la seconda
equazione.

Osservazione 24.5. (X°F)! = X —X per
ogni i.

Nota 24.6. Sia g € R, con |g| = 1. Per la
proposizione 23.7 abbiamo

n
3 ~ 2 COM
S IXT X, gl = 1lgx M, gl

i=1

= T\’»pr (9)

Come nella nota 24.1 sia P_; la proiezione
ortogonale di X* sulla retta X + Rg. Da

quella stessa nota segue allora
min{ 3> |X? - P|> | g € Rm con|g| =1}
i=1
=max{Ry (9) | 9 € Rm con [g] =1}
Nota 24.7. A1, ..., Am siano gli autovalori
(necessariamente reali) di X©°M e

A1 > ... > Am. Perlanota 20.16 esiste una
base ortonormale e', . .., e™ di R, tale che
oxel =Aer, ..., 0xe™ = Amem

Per la nota 24.6 X + Re' & una retta di re-
gressione ortogonale di X.

Definizione 24.8. Per g € R,, sia
Xi=|x' - X,g|

per ogni i = 1,...,n. Otteniamo in questo
modo un vettore colonna X, € R™.

Osservazione 24.9. Sia g € R.,,. Allora
X, = XCE gt
Dimostrazione. Per ogni i abbiamo
(XCEgtyi = (XOB)igt = (X' — X)g*
=[IX" - X, gl = X,

Osservazione 24.10. M X°EF = o,
Dimostrazione.
MX%E = M(X — MX) = MX — M*X
=MX-MX=0

per il corollario 15.11.
Corollario 24.11. Sia g € R,,,. Allora
Xg,=0

Dimostrazione. Applicando il corollario
15.6 ad X4 abbiamo M X, = X,1". E quin-
di sufficiente dimostrare che M X, = 0.

Ma MX, = MXCEg* = 0 per l'osservazio-
ne 24.10.

Una dimostrazione diretta & altrettanto
facile:

nXg =Y X'~ X,q

i=1
n .
=32 (xF %), gll
i=1

Ma 30 (X' — X) = 0.

i=1
Corollario 24.12. Sia g € R, con |g] = 1.
Allora

‘Xgl2 =Rex (9)

1
2
*xg = g ex(9)

Dimostrazione.
XI? = 35 IX* — X, gl° = Ry (9)

come sappiamo dalla nota 24.6.
La seconda equazione segue adesso dal co-
rollario 24.11.

Nota 24.13. Nelle ipotesi della nota 24.7
per 1 < k < m sia G l'insieme dei vet-
tori g € R,, con |g] = 1 e, per k > 1,
g J_el,...,ek_1.

Dal corollario 24.12 segue che
siel = max{sg(g g ERmelgl=1} =X

In questo senso con e abbiamo scoperto una
direzione di massima varianza (non univoca-
mente determinata come sappiamo dall’os-
servazione 23.12).

Dal teorema 22.3 vediamo anche che
X +Re? & una retta che minimizza la somma

> |X* — Pi|? per g € G2, e che
i=1

sk , =max{sy | g€ G2} = X2
In generale, per 1 < k < m, possiamo con-
cludere che X + Re* & una retta che mini-
mizza 3 |X* — PZ|? per g € Gy, e che
i=1

sﬁ(ek = max{sig |9 €Gr} =Xk

I vettori X,1,...,X.m sono detti compo-
nenti principali di X; non sono comunque
univocamente determinati, come si vede dal-
la nota 23.12.
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