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L’insieme di Rayleigh

Situazione 21.1. � sia uno spazio vettoria-

le reale di dimensione finita ����� e ��� un
prodotto scalare reale su � . ��������� � sia

un’applicazione lineare simmetrica rispetto
a �!� , cioè nel senso della definizione 20.2."$#&%(')'('(%*",+

siano gli autovalori (necessaria-
mente reali) di � e

" # � '('(' � " + .

Definizione 21.2. Per -/.0�2143 sia

57698 -;:4� < �=- % ��-$��=- % -$�
il quoziente di Rayleigh di � in - . Per un sot-

toinsieme >@?�� sia inoltre5 6 8 >A:B� <�C 5 6 8 -;:ED&-F.G>H1B3JI57698 >A: si chiama l’insieme di Rayleigh di �
su > .

5 6 8 �K: in alcuni libri di analisi nume-

rica è anche detto semplicemente l’insieme
dei valori di � .
Osservazione 21.3. - sia un autovettore di� per l’autovalore

"
. Allora

5 6 8 -;:B< " .
Dimostrazione. Un autovettore è L<M3 , per-

ciò il quoziente di Rayleigh è definito. Inoltre

�=- % ��-$��=- % -$� < �=-
%N" -$��=- % -$� <

" �=- % -$��=- % -$� < "
Osservazione 21.4. Sia -2.O�O1P3 . Allora57698 -D -$D :Q< 576R8 -;: . Perciò

57698 �K:9< 57698 CS-/.0�TD,D -$DU<��UI):
Lemma 21.5. V #&%)')'('(% V + sia una base orto-

normale di � e - %XW .Y� con

-Z<\[ # V #R]�'('(')] [ + V +W <_^ # V #R]\'('('(] ^ + V +
con [a` % ^cbZ.7d . Allora

�=- %*W �4<
+ef)g # [ f ^ f

Dimostrazione. Abbiamo

�=- %XW �4<H�=[ # V # ]�'('(')] [ + V + %
^ # V # ]M'('(')] ^ + V + �

<
+h
` g #
+h
b g # [a`i^cbJ�NVN`

% VNb��
<
+h
` g #
+h
b g # [ ` ^ b(jN`kb <

+h
fSg # [ f ^ f

Corollario21.6. V #;%('('('(% V + sia una base or-

tonormale di � e -/.0� con

-l<\[ # V #B]M'('(')] [ + V +
Allora:

(1) �=- % -$�m<
+ef)g # [onf .

(2) Se gli V f sono autovettori di � con�QV f < " f V f per ogni p , allora

�=- % ��-$�4<
+efSg # " f [anf

Dimostrazione. (1) segue dal lemma 21.5.

(2) L’ipotesi implica che

��-K<\� 8 [ # V # ]�')'('(] [ + V + :
<\[ # �QV # ]M'(')')] [ + �QV +
<\[ #)"$# V #B]M'('(')] [ +�",+ V +

L’enunciato segue ancora dal lemma 21.5.

Lemma 21.7. Siano dati numeri realiq #;%('(')'(% q + con [0� <_r�s t 8 q #&%(')'('(% q + : ,^u� <_r�v)w 8 q # %(')'('(% q + : . Allora l’inviluppo
convesso dell’insieme C q #&%('('(')% q + I è l’inter-

vallo x [ % ^zy .
Dimostrazione. {\� <|x [ % ^zy è un insieme

convesso che contiene tutti i punti dati. Dob-

biamo dimostrare che { è il più piccolo insie-
me convesso con questa proprietà. È chiaro

che non possiamo togliere le estremità [ e ^ ,
perché esse appartengono ai punti q b . Se in-

vece da { togliamo punti interni, otteniamo
un insieme che non è più convesso, perché il

segmento che congiunge [ e ^ è proprio { .
Teorema 21.8.

5A6Q8 �K:9<Ox " + %*" # y .
Dimostrazione. Per la nota 20.16 esiste

una base ortonormale V # %('('(')% V + di � tale

che �QV # < "$# V #;%('(')'(% �QV + < ",+ V + .

(1) Sia -/.0�2143 , ad esempio-l<\[ # V #J]A'('('}] [ + V + . Per il corollario 21.6
allora

�*- % �a-$��=- % -$� <
" # [an # ]�'('(')] " + [an+[ n # ]M')'('(] [ n+

Per �Z~_pF~_� sia � f � < [anf[ n # ]M'('(')] [ n+ .

Allora � f � 3 e � # ]2'('('=] � + <�� , e vedia-
mo che

�*- % �a-$��=- % -$� <M� #("$#B]M'('(')] � +�"�+
appartiene all’inviluppo convesso dei nume-
ri reali

"$#&%)'(')'(%*",+
.

(2) Se viceversa sono dati numeri reali� #;%('('(')% � + ��3 con � #Z]T'(')',] � + <�� , e

se poniamo [ f � <�� � f per ogni p , allora

[anf[ n # ]M'('(')] [ n+ <
� f� #R]�'('(')] � + <M� f

e, ponendo -0� <�[ # V # ]�')'('&] [ + V + , come
prima

� # " # ]�'('(')] � + " + < �=- % ��-$��=- % -$�
(3) Ciò mostra che

5 6 8 ��: coincide
con l’inviluppo convesso dei numeri reali"$#;%('('('(%="�+

e quindi, per il lemma 21.7, conx " + %*" # y .
Corollario 21.9." # <Mr�vSw 5A6Q8 �K:" + <Mr�s t 57698 ��:
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Matrici normali

Una matrice ��.Hd ++ si dice normale, se�E�E�B<M�E�*� . Una matrice simmetrica è evi-

dentemente normale, ma anche ogni matri-
ce antisimmetrica (cioè tale che �P�R<��m� )
e ogni matrice ortogonale (cioè tale che�E��<��Z� # ) è normale. Matrici antisimme-
triche o ortogonali però non hanno in gene-

re autovalori reali, si può però dimostrare
che, se con ��� <�� ���E� definiamo

5A6Q8 �P:
come nella definizione 21.2 (rispetto al pro-
dotto scalare comune),

5�698 ��: coincide an-

che in questo caso con l’inviluppo convesso
dell’insieme degli autovalori di � . Cfr. Sto-

er/Bulirsch, 85.

Il baricentro

Lemma 21.10. � #&%(')'('(% �)� siano punti ind + . Per �E.7d + sia

�l8 �=:9� < �e` g # D �(`R�!�&D n
Allora

�
assume il suo minimo nel bari-

centro
� #B]M'('(')] �)�� .

Dimostrazione. Con �m� < 8 � #&%('('('(% � + : ab-
biamo

�l8 � #U%('(')'(% � + :9< �e` g #
+ef)g # 8 � ` f �!� f :�n

Per la determinazione del minimo conside-

riamo le equazioni� �� � b <��m�
�h
` g #
8 �)`kbE���*b):9<M3

cioè � � b < �e` g # � `}b e ciò implica

�4< �� 8 � # ]M')'(')] � � :
Siccome

� �� � b � � f <�� j b f per ogni � % p , ve-

diamo che si tratta veramente di un mini-

mo.

Useremo questo lemma per dimostrare che

ogni retta di regressione ortogonale di una
matrice di dati > passa per il baricentro >
delle righe di > .
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Spazi ortogonali intermedi

Proposizione 22.1. Per ogni ����� si ha����� ��	
� ���� ��	���� ��������� ��	
� �
Dimostrazione. Ciò per ����� è banale e

segue per ������ dal teorema 21.8.

Lemma 22.2. � � 	�������	�� � sia una base orto-
normale di � tale che� � � � � � � � 	������!	�� � � � � � � � . Sappiamo
dalla nota 20.16 che una tale base esiste. Per" �$#%��&'�$(

poniamo)+*-,�. �$/0� * 1 ���!� 1 /0� ,
Allora243657)+*-,�8 �:9 �;, 	 ��*�<
e quindi=%>!? 2@365A)B*-,!8 � ��* � 24365 � *C8=%D E 2@365A)B*-,!8 � �;, � 2@365 � ,�8

Dimostrazione. È chiaro che
)0*F,

è � -
invariante e che la matrice diGH. �JI K���� .L) *-,CMON ) *F,
rispetto alla base � * 	������!	�� , èPQQ
R
��* �����S�
.
.
.

.

.

.� ����� �;,
TFUU
V

Ciò mostra che gli autovalori di
G

sono��* 	!������	 �;, . G è simmetrica per l’osservazio-

ne 20.13 e soddisfa le condizioni della situa-
zione 21.1; possiamo quindi applicare il teo-
rema 21.8 a

G
.

Siccome
��* � =%>�? 5A��* 	�������	 ��,!8 e

�;, �=%D E 5A� * 	�������	 � , 8 , otteniamo l’enunciato, te-

nendo conto dell’uguaglianza
�;W � 243 5 � WX8

per ogni Y che segue dall’osservazione 21.3.

Corollario 22.3. � � 	��!����	�� � sia una base
ortonormale di � tale che� � � � � � � � 	����!��	�� � � � � � � � . Usiamo le
notazioni del lemma 22.2.

(1) Sia
" ��Z@�H(

. Allora=%>!? 2 3 57)0[ � 8 � =%D E 2 3 57) � [�8
� � [ � 2 3 5 � [ 8

(2) Sia
"]\ Z@�H(

. Allora

=%>�? 2 3 57)]^�F_ [a` � 8 � =%>�? 2 3 57)0[ � 8
� � [ � 243b5 � [ 8

(3) Sia
" ��Z \ (

. Allora=%D E 2 3 57)c^[!d �-_ � 8 � =%D E 2 3 5A) � [ 8
� � [ � 2@3 5 � [ 8

Osservazione 22.4. e ed f siano sottoin-
siemi di � e ���geihgf con �g���� . Allora=%D E 2@3 5 e 8B�j2@365 � 8B� =%>�? 2@365 f 8
Lemma 22.5. k � e k�l siano sottospazi vet-
toriali di � . Allora(m1on D = 5 k � hgkgl 8BpHn D = k � 1qn D = k�l

Dimostrazione. Per il lemma 19.11n D = k � 1qn D = k�l� n D = 5 k � 1 kgl 8r1qn D = 5 k � h@k�l 8�$(m1qn D = 5 k � h�k l 8

Lemma 22.6. Sia
" �sZ \ (

. k sia un

sottospazio vettoriale di � con
n D = k �mZ

.
Allora=%>�? 243b5 k ^ 8Bp�� [�d �

Dimostrazione. Scegliamo di nuovo una
base ortonormale � � 	������!	�� � di � tale che� � � � ��� � � 	����!��	�� � � � ��� � � . Usiamo la
notazione del lemma 22.2.

Per la proposizione 19.12 abbiamo�t�ukwv$k ^
e quindin D = k ^ � ( M n D = k

Per il lemma 22.5 abbiamo(m1qn D = 5 k ^ h ) �F_ [�d � 8pHn D = k ^ 1qn D = ) �-_ [!d �
� ( M n D = k 1$Z�1 "p$( M Z�1$Z�1 " � (:1 "

Ciò implican D = 5 k ^ h ) �-_ [!d � 8Bp "
per cui k ^ h ) �-_ [!d � ���� . Esiste quindi un
vettore �H�Jk ^ h ) �F_ [�d � con �u��x� . Con

il lemma 22.2 e usando l’osservazione 22.4
segue adesso� [!d � � =%D E 243 5A) �-_ [!d � 8�j2 3 5 � 8B� =%>!? 2 3 5 k ^y8
Teorema 22.7 (teorema di Courant). Sia" �xZ \ (

. Sia z l’insieme dei sottospazi

vettoriali { di � con
n D = { pH( M Z

. Allora� [�d � � =%D E�|!=%>�? 24365 { 80} {t�4z�~
Dimostrazione. Sia z�� l’insieme dei sotto-

spazi vettoriali k di � con
n D = k ��Z

. Per
il corollario 22.3 e il lemma 22.6 allora� [�d � � =%D E�|!=%>�? 24365 k ^ 8+} k��4z � ~
Man D = k ��Zm�%��n D = k ^ p$( M Z
L’enunciato segue dalla proposizione 19.12.

Calcolo matriciale

Useremo da ora in avanti, come d’uso

nell’algebra multilineare e in geometria dif-
ferenziale, indici in alto per gli indici di riga
di una matrice, indici in basso per gli indici

di colonna. Quando necessario applichiamo
questa notazione anche alla nostra matrice

dei dati, cosicché a pagina 15 abbiamo

e W �u� W
e W� �u� W �

Raccogliamo nei prossimi punti alcune for-

mule del calcolo matriciale nella nuova no-
tazione.

Nota 22.8. Per �:��/0�� e ���4/ �, abbiamo�0�i�4/ �, con

5 �0� 8 W� � ����� � � W � � �� �u� W � �
per ogni YX	�� . Si noti che il prodotto matri-

ciale fornisce un’applicazione

/0��t� / � , MON /+�,

Corollario 22.9. Per �:�@/B�� e �4�@/+� si ha�0����/y� con5 �0� 8 W � ����� � � W � � � ��� W �
per ogni Y .
Corollario 22.10. Per �o��/ � e ����/ �, si

ha ���i�4/ , con

5 ��� 8 � � ����� � � � � �� �J��� �
per ogni � .
Corollario 22.11. Per �:������ e ���@/ �, si

hanno

5 �0� 8 W �u� W �t�
��
��� � �

W � � �
5 �0� 8 � �u�0� � �

��
��� � � � � ��

Dimostrazione. Per il corollario 22.10 ab-
biamo5 � W � 8 � �u� W � � � 5 �0� 8 W�
e per il corollario 22.95 �0� � 8 W �u� W � � � 5 �0� 8 W�
per ogni YX	�� .
Corollario 22.12. Siano ����/0� ed ����/ , .
Allora �L����/ �, con5 �L� 8 W� �u� W � � per ogni YX	�� .

Dimostrazione. Ciò è un caso speciale del-
la nota 22.8.

Proposizione 22.13. Siano �t��/0�� e����/ �, . Allora

�0�t� ����� � � � � �
Dimostrazione. Per il corollario 22.12 ab-

biamo

5 ���O� � � � � � 8
W� �

��
��� � 5 � � � � 8

W�
�

��
��� � �

W � � �� � 5 �0� 8 W�
Corollario 22.14. Siano ���/0�� e����/ � . Allora

�0�]� ����� � � � � �
Nota 22.15. Siano �t�4/0�� ed ����/ � .

Allora

���O��� ���O� � � � � �
����� è quindi una combinazione lineare di� � 	������!	
� � con i coefficienti � � 	������!	�� � .

Useremo questa osservazione fra poco per���ueg� � .

Osservazione 22.16. Sia ��4/0�� . Allora5 � W 8 � � 5 � � 8 W5 � � 8 � � 5 � � 8 �
per ogni YX	�� .
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Formule per il prodotto scalare

Nota 23.1. Con ��� denotiamo il prodotto

scalare comune sia in ��� che in ��� .
Per ���
	����� abbiamo quindi

�����
	���������	�� ������� � � 	 �
per ��� ���� � abbiamo

�!���������"�#�$�%� ������� � � � �
Osservazione 23.2. Per &'������ e	���('����� vale	$�
&�(��)��	��
&�(��%�)��&�� 	��
(��
Per *+��� �� ed �����,�,��� vale��*-�$�%�)����*�� ���%�)�!��� �$*.�/�

Dimostrazione.��	��
&�(��%��	 � &�(�102& � 	$3 � (4�)��& � 	���(��
�!��*5���6���"��*-� ��"��07�$* � 3 � �)�!��� �$* � �

Corollario 23.3. Siano &8�4�9�: ��*;�����< .

Allora02&��
*=3 >? �)��& > ��* ? �
per ogni @ �BA .

Dimostrazione. Usando la nota 22.8 e

l’osservazione 22.16 abbiamo

0C& � *.3 >? �102& � 3 > * ?
�102& > 3 � * ? �)��& > �
* ? �

Lemma 23.4. Per &D�E���: e 	F�G��� abbia-

mo��& ? ��	����102&��
	$3 ?
per ogni A .

Dimostrazione. Dal corollario 22.11 e
dall’osservazione 22.16 segue��& ? ��	��%�102& ? 3 � 	�102& � 3 ? 	H�102& � 	$3 ?
Proposizione 23.5. Siano &I�,�9�: e	,�,��� . Allora:�? ��� ��& ? ��	���J-�)��	���&�&��
	��%��	$��&�&���	

Dimostrazione. Usando il lemma 23.4 e
l’osservazione 23.2 abbiamo:K? ��� ��& ? �
	�� J � :K? ��� 0B02& � 	$3 ? 3 J

�)�
& � 	���& � 	����L��	��
&�& � 	��
Lemma 23.6. Per �M�,� � e *)��N�� abbia-

mo�!���
*.>O���10C��*=��3 >
per ogni @ .

Dimostrazione. Dal corollario 22.11 e

dall’osservazione 22.16 segue�!����*.>O���"��02*=> 3B�P����02*.��3 > �10Q��*.� 3 >
Proposizione 23.7. Siano �M�� � e*)����� . Allora��> �R� �!����*.>S��J9�)�!��*=��*5�������"��*=��*.���

Dimostrazione. Usando il lemma 23.6 e
l’osservazione 23.2 abbiamo�K
> ��� �!���
* > � J � �K

> ��� 0B0C��* � 3 > 3 J
�)�!��* � �
��* � �%�)�!��* � *����R�

Regressione ortogonale

Situazione 23.8. Sia di nuovo TU�V���� la
nostra matrice di dati con WGXZY .
Nota 23.9. Nella regressione ortogonale cer-
chiamo una retta in � � tale da minimiz-

zare la somma dei quadrati delle distanze
dei punti T[> da questa retta; cfr. pagina 9.
Ogni retta con questa proprietà si chiama

una retta di regressione ortogonale di T\
02T]>� ��T]>J 3

^ ��Y
Osservazione 23.10. Esiste almeno una
retta di regressione ortogonale di T .

Dimostrazione. Infatti la funzione da mi-
nimizzare è ovviamente continua ed è evi-

dente che ci si può limitare a un insieme
compatto di parametri da variare.

Lemma 23.11. Ogni retta di regressione or-

togonale nella situazione 23.8 passa per il
baricentro T_�`0 T � �O\S\S\O� T � 3 dei puntiT]> .

Dimostrazione. a sia una retta di regres-
sione ortogonale. b sia la proiezione ortogo-

nale di T su a . Per ogni @ sia c=> la proie-
zione ortogonale di T]> su a .

Siano d la retta parallela ad a passante
per T e e-> la proiezione ortogonale di T[>
su d .

b

T]>

c=>

e->
T

a

d

Allora c->=f'bg�ge9>=f T per ogni @ . Dal

teorema di Pitagora abbiamoh T>ifGc-> h J9� h T]>�fjb h J�f h c=>ifVb h J
e h T > fGe > h J � h T > f T h J f h e > f T h J� h T > f T h J f h c > fjb h J
Dal lemma 21.10 segue adesso�K
> �R� h T > fGe > h J

� �K
> ��� h T > f T h J f �K

> ��� h c > fVb h J
k �K

> ��� h T > fVb h J f �K
> ��� h c > fjb h J

� �K
> ��� h T > flc > h J

Nota 23.12. La retta di regressione ortogo-
nale in genere non è univocamente deter-

minata. Consideriamo ad esempio i quattro
punti

T � �10Qmn��op3T J �107o#�!mO3Tq-�10Bf�m$� on3T,r=�107o#�Sf�mS3
nel piano � J . Per il lemma 23.11 ogni ret-

ta di regressione ortogonale a passa per il
baricentro che in questo caso coincide con

l’origine. Come nella figura sia s l’angolo traa e l’ascisse.

s T �

T]J

T q
T r

a

Dal disegno si vede che la somma dei qua-
drati delle distanze dei punti T[> dalla rettaa è uguale a Y#07tBu v�JisNw�x!ypt Jis�3i��Y , indipen-
dentemente da s .

Nell’esempio della nota 23.12 entrambe le
colonne di T hanno media o e ciò implicaz T{�Do . La matrice T[|�}�~ definita a pa-
gina 24 è quindi, per il lemma 24.3, uguale

a

T�
TD��� Y�oo�Yp� ��Y/�
Ciò significa che ogni vettore ��"o di � J è un
autovettore di TM|�}R~ per l’unico autovaloreY e quindi possiamo scegliere una qualsiasi
base ortonormale � � ���!J di � J come assi prin-

cipali e quindi anche le componenti principa-
li non sono univocamente determinate.
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La formula di proiezione

Nota 24.1. Per il lemma 23.11 ogni retta di

regressione ortogonale di � passa per il ba-
ricentro � dei punti � �

e può quindi essere

scritta nella forma

����� � �	��
�
con ����
�� e � ��� ���

. Per la proposizione

8.2 la proiezione ortogonale � �� di � � su
���

è uguale a

� �� � �	����� ��� ����� �!�
Come nel lemma 23.11 dal teorema di Pita-
gora abbiamo

� � � � � �� � " � � � � � �#� " � � � �� � ��� "
Ma

� � �� � �#� " � ��� � � �$�%����"
cosicché

&'
�)(+* � �

� � � �� � "
� &'
�,(�* � �

� � ��� " �
&'
�)(+* �!�

� � �$�%��� "

La somma

&-�)(+* � �
� � ��� " però dipende so-

lo dalla matrice dei dati � e non dal vet-

tore � che vogliamo variare per ottenere il

minimo di

&-�)(+* � �
� � � �� � " e vediamo che

quest’ultima somma è minima se e solo se&-�,(�* �!�
� � �$�%����" è massima.

La matrice di covarianza

Definizione 24.2. La matrice

�/.�0+1 � �32 �/.+46587��9.�4
si chiama la matrice di covarianza maggiore
di � (termine non standard), la matrice

:<;<= 2 �>5 � � �/.�0+1? � �
la matrice di covarianza di � . Entrambe le
matrici appartengono ad 
 �� e sono simme-

triche.

Possiamo definire un operatore

@+A � 
B� �DC 
��EGF �DC E �/.�0�1
evidentemente simmetrico.

Lemma 24.3. �H.+0�1 � �97!� � �97!IJ� .

Dimostrazione. Sappiamo dal corollario
15.11 che IJ" � I . Inoltre chiaramenteI 7 � I , per cui anche I 7 I � I . Per-
ciò

� .�0�1 �32 � � IJ�>5 7 2 � � I��95�32 � 7 � � 7 I 7 5 2 � � I��95� � 7 � � � 7 IJ� � � 7 I 7 �K�L� 7 I 7 IJ�� � 7 � � � 7 IJ� � � 7 I��	��� 7 IJ�� � 7 � � � 7 IJ�

Osservazione 24.4.2 � .+0�1 5 �M � ��� .+4� ��� .�4M �
:<;<= 2 �95 �M ��N A � A M

Dimostrazione. Per il corollario 23.3 ab-

biamo

2 � .�0�1 5 �M �3282 � .�4 5 7 � .�4 5 �M
� ��� .�4� ��� .�4M �

Dividendo per ? � �
otteniamo la seconda

equazione.

Osservazione 24.5.
2 �/.�465 � � � � � � per

ogni O .
Nota 24.6. Sia ����
 � con � ��� �P�

. Per la

proposizione 23.7 abbiamo

&'
�,(�* ���

� � ����� � " � ���Q� .�0�1 �!� �
�SR>T A 2 �Q5

Come nella nota 24.1 sia � �� la proiezione

ortogonale di � �
sulla retta �U�V
B� . Da

quella stessa nota segue allora

W�X YDZ &-�)(+* � �
� � � �� � "[�\�>�G
�� con � ��� �]�_^

� W�`bacZ R>T A 2 �d5e�b�>�f
 � con � ��� �]�_^

Nota 24.7. g * �ihbhihi�!gD� siano gli autovalori
(necessariamente reali) di �H.�0�1 eg *kj hbhih j gc� . Per la nota 20.16 esiste una
base ortonormale l * �bhihbhi�!l � di 
 � tale che

@+A l * � g * l * �bhihihi� @+A l � � gD�Gl<�
Per la nota 24.6 �	�m
�l * è una retta di re-
gressione ortogonale di � .

Definizione 24.8. Per �>�G
�� sia

� �� � � �!� � � �$�%���
per ogni O �n� �ihihih\� ? . Otteniamo in questo
modo un vettore colonna � � �>
 & .
Osservazione 24.9. Sia �f�>
�� . Allora

� � � �/.�4o�Q7
Dimostrazione. Per ogni O abbiamo

2 � .�4 � 7 5 � �32 � .�4 5 � � 7 �32 � � � �>58� 7
� ��� � � �$�%��� � � ��

Osservazione 24.10. IJ�H.+4 �Sp
.

Dimostrazione.

IJ� .+4 � I 2 � � IJ�95 � IJ� � I " �� IJ� � IJ� �Sp

per il corollario 15.11.

Corollario 24.11. Sia �f�f
�� . Allora

� �k�Sp
Dimostrazione. Applicando il corollario

15.6 ad � � abbiamo IJ� �q� � �r� & . È quin-
di sufficiente dimostrare che IJ� � �Jp

.

Ma I�� � � IJ�/.�46�d7 �Vp
per l’osservazio-

ne 24.10.
Una dimostrazione diretta è altrettanto

facile:

? � �k�
&'
�,(�* �!�

� � �$�%���
� �

&'
�,(�*

2 � � � �95��%���

Ma

&-�)(+* 2 �
� � �95 �Sp

.

Corollario 24.12. Sia ���m
�� con � ��� �P�
.

Allora

� � � � " �JR T A 2 �Q5
N "A � �

�
? � � R T A 2 �Q5

Dimostrazione.

� � � � " �
&-�,(�* ���

� � �$�%���!" �SR>T A 2 �Q5
come sappiamo dalla nota 24.6.

La seconda equazione segue adesso dal co-
rollario 24.11.

Nota 24.13. Nelle ipotesi della nota 24.7
per

�Ksutvsuw
sia xzy l’insieme dei vet-

tori �U�U
 � con � ��� �{�
e, per

tU|}�
,��~�l * �ihihbhi�!liyQ� * .

Dal corollario 24.12 segue che

N "A�� * � W�`\acZ N "A � �b�>�f
B� e � ��� �]�\^e� g *
In questo senso con l * abbiamo scoperto una
direzione di massima varianza (non univoca-

mente determinata come sappiamo dall’os-
servazione 23.12).

Dal teorema 22.3 vediamo anche che�#��
�li" è una retta che minimizza la somma&-�)(+* � �
� � � �� � " per �G��x " , e che

N "A�� "
� W�`baDZ N "A � �_�G��x " ^�� g "

In generale, per
�Hs�tms	w

, possiamo con-

cludere che �v�S
�l y è una retta che mini-

mizza

&-�)(+* � �
� � � �� � " per �f�Hx�y e che

N "A � y � W�`\aDZ N "A � �b�>�Hx�y ^e� g y
I vettori � � * �ihihbhi��� � � sono detti compo-
nenti principali di � ; non sono comunque

univocamente determinati, come si vede dal-
la nota 23.12.
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