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L’immagine 2-dimensionale

Situazione 29.1. �������� sia la nostra ma-

trice di dati con ���� . Come nella nota
24.7 e quando non indicato diversamente,

siano ��� �"!"!#!#�$� � gli autovalori di �&%('*)
con � � �+!"!"!,�-� � ed . � �"!"!#!"�$. � una ba-

se ortonormale di � � tale che/*0 . ��1 ���#.2�3�"!#!"!"� /*0 . � 1 � � . �
La funzione 4$5#6 definita a pagina 25 calcola

la matrice le cui colonne sono le componenti
principali di � :7 �98 � �"!"!#!"�$� 8 �;:
La modifichiamo aggiungendo un secondo
argomento facoltativo con cui possiamo cal-
colare determinate colonne di questa matri-

ce:

4$5#6=<&>@?#A3B$C D@EFAHGJILKNM OP I"Q#<#4$52RTSJB@U$A�GNI O$V2WFV24$5"6XSZYF?#C2EF[2U@C"C2EF\ D]GJI OD$>HG^53D"_"_#D`A2RLGNM O"O;I@QU"a2_@UbI@QTc@KNM@d#e
In questo modo con 4$5#6�GJILKgfLhZi2O otteniamo le
coordinate (cioè le lunghezze con segno ri-

spetto al baricentro � ) delle proiezioni orto-
gonali dei punti �kj sul piano �mln��. � l9�o.@p .
� sia la matrice dei dati per i 15 comuni vi-

sti a pagina 16. Per caricare i dati e per otte-
nere la matrice numerica � usiamo le istru-

zioniq"r
GNi2OI"<
q"r

Ss5 Y@C"\ D"B@ULGgO
Adesso con I@Q#<#4$5#6�GJI O otteniamo la matrice
delle componenti principali e, siccome i co-

efficienti sono piuttosto grandi, li possiamo
stampare con 6#\ D`A2CtGZ\2E$?#A2uLGJI@Q�KJv O"O :w i#x"i w i2f@y�i2fFz�{#|z#z w {2x w"} i w f"fw i fF~ w i"z#i } y w ~"iw i fFz�fFx } z w i"iz#~ w x f w |"i w f${i"|#y�x#~ w y"y�{#z| } ~�i#|�i"~ w fFxw f#fF~ w"} x w f${"v�i@{w f@y"~�~#y w f${ w {#~w i#~"| f w f$v#y�i }w i#i"x�{#i"v�f"f${ w yz"x"v w f$v#v�|"y }w i fFz w fFi"{�y2f w i"yw"} x�i"z } f } fF|w i f$v w f"fF{ w f"fFx w f
Con

I@Q�fFi@<#4$5#6�GJILKgfLhZi2O6#\3D`A#CtGZ\ E$?"A2uLGNI@Q3fFi]KNv O"O
otteniamo quindiw i#x"i w i2f@yz#z w {2xw i fF~ w i"z#iw i fFz�fFx }z#~ w x fi"|#y�x#~

| } ~�i"|w f"fF~ w"} xw fFy"~�~"yw i"~"| fw i"i"x�{#i@vz"x@v w f$v"vw i2fFz w fFi@{w"} x�i"z }w i2f$v w f"f${
La prima colonna è uguale ad �n8 � , la se-

conda ad �98 p . Se riportiamo questi valori in
un sistema cartesiano piano, otteniamo una

proiezione���o�L��� p�kj�� �L� 7 �kj8 � �`�kj8 p :
ottimale nel senso della nota 28.1.
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Prima di ogni ragionamento matematico o
statistico, proviamo a capire se questa proie-
zione può essere considerata convincente. E

in effetti alcune configurazioni possono esse-
re già intravviste: Milano si distingue forte-

mente dagli altri comuni, e i comuni più vici-
ni sono le altre grandi città, soprattutto To-

rino e Genova e poi Bologna e Firenze. Non
è un caso che andiamo verso sinistra perché

è appunto l’asse orizzontale quello con la va-
rianza maggiore. Vediamo che seguono ver-

so sinistra Venezia, Parma e Padova, e poi
gli altri comuni, con quelli più vicini al mare

(in particolare Ravenna e Venezia) più in al-
to, e le città di montagna (Bolzano, Belluno,

Trento) più in basso. La rappresentazione
2-dimensionale che abbiamo ottenuto dalle
componenti principali è quindi già piuttosto

soddisfacente.
Per valutare l’affidabilità matematica cal-

coliamo, con 4$5#6XSZY$?#C EF[2Y"a"E@\ D�GJI O , gli autova-
lori di �b%*'() , ottenendo dopo arrotonda-

mento i valori

��� 1��"� ���"���"�
� p 1�� �2� � � ��L� 1��@���#� � �� � 1��@�3�2� �

per cui ����l�� p� � l�� p l�� � l�� �1 �"� ���"���"� l �3�#� � �2��#�2���"���#� l � �2�2� � ��l �@���"� � ��l �@�3�#� �1 � � � � �"� �� � �2� � ��� 1�� ! � � �
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Il rapporto di varianza

Ricordiamo dalla nota 24.13 che la varian-
za di � 8$£ è uguale a � £ per ogni ¤ e quindi

la somma � � l�!#!"!3l¥� � (nel caso genera-
le) può essere considerata la varianza tota-

le dei nostri dati; siccome la traccia di una
matrice quadratica è uguale alla somme dei

suoi autovalori, la varianza totale è ugua-
le alla traccia di �&%('*) . A questo punto è

naturale, in una proiezione 2-dimensionale
sui primi due assi principali, considerare il

quoziente� � l�� p���¦l�!"!"!#l�� �
detto secondo rapporto (cumulativo) di vari-
anza, come indice della bontà statistica del-

la proiezione, da interpretare con molta pre-
cauzione, come vedremo, soprattutto quan-

do si confrontano standardizzazioni diver-
se. Nell’esempio presentato su questa pagi-

na il rapporto di varianza è uguale a
� ! � � �

e quindi le prime due componenti principa-

li rappresentano più del 93% della varianza
totale.

La differenza� � ����l�� p���¦l�!"!"!#l�� �
è una misura invece della profondità dei da-

ti rappresentati; a una profondità maggiore
corrisponde un rischio maggiore che punti
vicini nella proiezione sul piano siano inve-

ce lontane nella realtà, cioè in � � .

”
The central idea of principal component

analysis is to reduce the dimensionality of
a data set in which there are a large num-
ber of interrelated variables, while retaining

as much as possible of the variation present
in the data set ... Computation of the prin-

cipal components reduces to the solution of
an eigenvalue-eigenvector problem for a po-

sitive-semidefinite symmetric matrix. Thus,
the definition and computation of principal

components are straightforward but, as will
be seen, this apparently simple technique

has a wide variety of different applications,
as well as a number of different derivati-

ons ... Despite the apparent simplicity of the
technique, much research is still being done
in the general area of PCA, and it is very

widely used.“ (Jolliffe, ix, 9)
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La standardizzazione �
���

Definizione 30.1. Poniamo

�����
	 ������������������� ��������
Sappiamo dall’osservazione 7.9 che

� ���� ���

per ogni � e quindi

�������� ����� � ������
Ciò a sua volta implica che

������� ����!#" �������� �%$ �����
Sostituendo la matrice

�
con
�&���

, possia-
mo perciò applicare la teoria finora svilup-

pata a questa nuova matrice.
Poniamo ' 	 � �&��� . Allora

� ' $ ' �%(� �*)+�����( � �,���� )-� .�/
(
/ �

Per questa ragione la matrice
�0�&��� ����!�"

si chiama anche la matrice di correlazione

di
�

. Essa in R può essere ottenuta sempli-
cemente con 1�2+3540687 . Per trovare

�&���
pos-

siamo definire la funzione

9;:8<>=@?A<&B&CED�? 1;FHGE2 ? 406H7I;J�J8KEL 4065MONPM 9E<Q=@?A< 7

Sia adesso
�

la matrice dei 15 comuni; defi-
niamo ' 	 � ����� come sopra e procediamo
come a pagina 29, sostituendo

�
con ' .

R�S 4ONA76 B R�S =@: I F�38G�1ETU4%7V BA9;:A<>=@?8< 40687J 3HG ? F54�382 D�?AW 4 V MONA7�7
ottenendo prima ' ���&��� :

XEY = N�N Y =�Z�[ Y = Y�\&XEY =O] NY = Y�^_XEY =O] Y`Y = Y [ XEY =O]+a
XEY =O]+b Y =�a�b Y = ^ b XEY = N bXEY =O]+[ XEY = N YcXEY =O] Y`Y =�a YY = Y a XEY =O] Y`Y = Y�\&XEY =O]+dY = N a XEY =O]+b XEY =�a�[ Y = Y aY =0b�a Y = Y Z Y = N \&XEY = Y ZXEY = Y d XEY =O]+d XEY = N�N XEY = N YXEY =O] N XEY = Y d Y =O]+b Y = Y bXEY =O] \&XEY = N ] XEY =�a YcXEY = Y [XEY =O] ^cXEY = N ] XEY =�a N Y =�bA]Y = ^ a Y =�a N Y = N Z XEY =O] ^XEY =O]+b Y = N�N Y = N d XEY =O] YXEY = Y�^cXEY = N�N XEY =�a�Z Y =�a \XEY =O]+b XEY =O]+a XEY = Y�^cXEY = N�N

A questo punto con

V�e B�9;: J 4 V 7J 3HG ? F54�382 D�?AW 4 V�e MONA7�7
calcoliamo le componenti principali di ' :

XEY = ^ a XEY =�a�d Y = N ^`Y =�aA]XEY = Y [ Y = Y [ XEY =O] ^cXEY = Y ZXEY =�Z YcXEY = N d Y = Y [ XEY =O]�]Y =0a�[ XEY = Y b Y =O]�] XEY =O]+a
XEY =O] Y`Y = Y [ XEY =O]+d XEY = Y�\Y = N \`Y = N b XEY =O] N Y = N YXEY =�a�b Y =�Z \fY =O] YcXEY = Y [
Y =g]+[ XEY = Y [ XEY =�a N Y = Y�\Y = Y�Y_XEY = Y d Y = Y a XEY = N�NY =0aA] XEY =O] N XEY = N a Y = Y dY =0bA] XEY = Y�^`Y = ^�YcXEY = Y [
XEY =�[ Y`Y =�a N Y =O] ^`Y = Y dXEY =�a N XEY = N a Y = Y b XEY =O] YY =0[�[ Y = Y�^`Y =O]+a Y = Y b
Y = Y ] XEY =O] ^cXEY = N b XEY = Y a

oppure, con

V�e ] N B�9+: J 4 V M ]Ph NA7J 38G ? F5403A2 D�?AW 4 V�e ] NUMONA7�7
le prime due componenti principali di ' :

X�Y = ^ a X�Y =�a�d
X�Y = Y [ Y = Y [X�Y =�Z YcX�Y = N dY =�a�[ X�Y = Y bX�Y =O] YiY = Y [
Y = N \`Y = N bX�Y =�a�b Y =�Z \Y =O]+[ X�Y = Y [
Y = Y�YcX�Y = Y dY =�aA] X�Y =O] NY =�bA] X�Y = Y�^X�Y =�[ YiY =�a NX�Y =�a N X�Y = N aY =�[�[ Y = Y�^Y = Y ] X�Y =O] ^

Riportiamo anche stavolta questi valori in
un sistema cartesiano piano:
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Sicuramente la risoluzione in questo caso

è migliore che prima della standardizzazio-
ne; anche i gruppi che possiamo formare, ad

esempio

Milano, Torino

Genova, Venezia, Ravenna
Ferrara, Padova, Pisa
Firenze, Bologna, Parma, Vicenza

Trento, Bolzano, Belluno

sono abbastanza convincenti. Forso l’unico

dubbio potrebbe riguardare la vicinanza tra
Ferrara e Pisa (bisogna però anche tener

conto dei dati che avevamo a disposizio-
ne) e la notevole distanza tra Trento e Vi-

cenza molto vicine nella prima proiezio-
ne. Calcoliamo anche qui gli autovalori con9;: J = I D FA2Ej I�K 2+3HGk4 V 7 , ottenendo

l � � m � n�o
lUpq�r� � sAo
lUtq�r� � uAo
lPvw�r� � mAx

Nonostante la favorevole impressione, sta-

volta il secondo rapporto di variazione è
uguale a

� � yAo8s e perciò più basso di quel-

lo ottenuto a pagina 29; ma siamo partiti
da standardizzazioni diverse. Anche qui, co-

me quando si osserva un oggetto tridimen-
sionale in natura, è utile osservarlo da pro-

spettive diverse.

Esercizio 30.2. Definendo

���{z,	 �|�����{z�}��������� ���{z�~�
si ha

�0�,�{z ��$ ���{z��|���,� n ��� ������� �%$ �����

Se definiamo quindi ' 	 � �&��� , � 	 � ���{z ,
allora le componenti principali di � si di-

stinguono da quelle di ' solo per un fattore� �,� n , per cui otteniamo risultati sostan-

zialmente equivalenti.

La standardizzazione ���k�
Proviamo adesso ad applicare il metodo ge-
nerale alla matrice

��� �
che si ottiene da

�
mediante proiezione su � � �En+� . Per i quindici
comuni

�,� �
è già stata calcolata a pagina

16. Con

R�S 4ONA7
6 B R�S =�: I F�38G�1ETP4%76 Y ];B�9+:�= F�3 I Y ] 40687
6 Y ] e BA9;: J 406 Y ] 7J 38G ? F>4�3A2 D�?8W 406 Y ] e MONA7�7
6 Y ] e ] N B�9;: J 406 Y ] M ]Ph NA7J 38G ? F>4�3A2 D�?8W 406 Y ] e ] NPMON87�7

otteniamo la matrice delle componenti prin-
cipali

XEY =�[ N XEY = ^ a Y = N ^`Y =�a�[XEY = Y�^iY = Y b XEY =O]E[ XEY = Y b
XEY =�b N XEY = N d Y = Y ] XEY =O]EaY =�a�b XEY = Y d Y =O] N XEY =O]EZXEY = Y�\`Y = Y b XEY = N ] XEY = Y dY =�a�b Y = N \_XEY = Y d Y = N aXEY = ^ ] Y =�b N Y =O] N XEY = Y [Y = N�N XEY = Y�^cXEY =�a�a Y =O] YXEY = Y N XEY = Y d Y = Y ] XEY = N ZY =�a�d XEY =O] N XEY = N a Y =O]�]Y =�b ^�XEY = YA\fY = ^�^cXEY = YA\
XEY =�[�Z Y =�a�a Y =O]E[ Y =O]�]
XEY = ^�Y�XEY = N a Y = Y [ XEY =O] NY =�ZA] Y = Y N Y =O]EZ Y = Y bY = Y�^�XEY =O]Ea XEY =�a YcXEY = Y a

e le prime due colonne, che corrispondono al-

le prime due componenti principali di
��� �

e
che poi rappresentiamo in � p :
XEY =�[ N XEY = ^ aXEY = Y�^iY = Y bXEY =�b N XEY = N dY =�a�b XEY = Y d
XEY = Y�\`Y = Y b
Y =�a�b Y = N \XEY = ^ ] Y =�b NY = N�N XEY = Y�^XEY = Y N XEY = Y dY =�a�d XEY =O] NY =�b ^�XEY = YA\
XEY =�[�Z Y =�a�a
XEY = ^�Y�XEY = N aY =�ZA] Y = Y NY = Y�^�XEY =O]Ea

Bl

Bo

Bz

Fe

Fi

Ge

Mi

Pd
Pr

Pi

Ra

To

Tn

Ve

Vi

Il risultato è molto simile a quello ottenu-

to per
�����

. Anche il rapporto di variazione� � y8s è praticamente identico.
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Analisi della matrice dei ranghi

Eseguiamo infine l’analisi delle componenti

principali per la matrice dei ranghi. Con

���������
	�������������������������������� !���"���!#�$�%����������&�'���� ���()�*���)+�'�,-���(����.#��/�-��%!0�#�12������&�'��2+������

otteniamo le prime due componenti princi-
pali, che riportiamo nel piano:

3�4 �65�� 3�4 �65�73�4 � 4�894 �-��:3�4 �-:�5 3�4 �-; 44 �-5�; 3�4 ��'�73�4 �-��' 4 �-���4 �-5�: 4 �-;��3�4 �-��: 4 �-<�54 � 4�8=4 � 4 ;3�4 � 4 : 4 � 4 54 �-5�: 3�4 �65�>4 �*7�: 3�4 ��'�'3�4 �65�> 4 �65�>3�4 �65�7 3�4 �-��;4 �*:�5 4 � 4 :3�4 ��'!5 3�4 �-��5
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La risoluzione è molto buona e la classifica-
zione in gruppi convincente. Anche qui ve-

diamo che l’uso dei ranghi introduce degli
aspetti che sfuggono talvolta all’analisi pu-

ramente metrica-lineare. Gli autovalori so-
no ?)@BADC
E F�G
H�?�IJALKME N�F
H!?2OPARQ�E G�KMH!?�SJA
QTE K�U , il rapporto di variazione è 0.82.

screeplot

Combinando
(����.#���%���(

con V �!�����!(�W�%�� si pos-

sono visualizzare i rapporti tra gli autova-
lori. Provare dal terminale

���������
	���������������������������
	X(��(����.#���%!��()�*���
V �������!(�W�%��/�6(M�V �������!(�W�%��/�6()+*��Y�(���/Z�W��.#�� V Z��V 0���������Y/�6(M�

Perché bisogna standardizzare

Siccome le componenti principali dipendo-

no fortemente dalle scale di misura usate
per le variabili, i dati devono sempre essere

standardizzati, usando [P\^] , [`_ @ , la ma-
trice dei ranghi o un’altra trasformazione

per ottenere una forma dei dati che possie-
de opportune proprietà di invarianza.

Assumiamo di aver misurato le altezze
dei 15 comuni in centimetri. Allora nella

matrice dei dati la seconda colonna deve es-
sere moltiplicata per K�Q�Q . Procedendo con la

matrice cosı̀ ottenuta come a pagina 29, ot-
teniamo la seguente figura:

Bl

Bz

MiTo

Tn

Si vede chiaramente che l’altezza determi-
na in pratica da sola la proiezione cancel-

lando quasi del tutto il significato delle altre
variabili. Il rapporto di variazione stavolta

è addirittura uguale a 0.9998 ma ciò, come
si vede, non garantisce un risultato soddis-

facente.
È quindi sempre necessario effettuare

una standardizzazione. In alcuni casi ci pos-
sono essere ragioni per attribuire pesi diver-

si alle variabili, lavorando ad esempio cona [b\^]@ H.F�[b\^]I HcQTE N�[b\^]Oed , se la seconda va-

riabile ci sembre più importante della pri-
ma e questa a sua volta più importante del-
la terza. Una tale scelta deve però essere

giustificata dalle caratteristiche dei dati.

Se più colonne della matrice dei dati es-

primono lo stesso fenomeno, esse natural-
mente avranno più peso in un’analisi del-

le componenti principali e questa moltepli-
cità di colonne essenzialmente uguali non

è eliminata dalle standardizzazioni finora
viste. Ciò mostra che è molto importante

pianificare in anticipo quali variabili voglia-
mo scegliere per l’analisi statistica. Talvolta
anche qui può aiutare l’analisi delle compo-

nenti principali di [bf .

Analisi di gRh
Molto spesso (non solo per scoprire colonne
multiple) può essere utile studiare anche la

trasposta [Bf della matrice dei dati medi-
ante un’analisi delle componenti principali.

Usiamo la proiezione su i QTH�K�j come standar-
dizzazione e procediamo come a pagina 30:

���)�������������������������������������/�*������ 4 '!� ����"����� 4 '
�*���M�
k�l '���� ���()�*��� 4 '
+�'�,*���(����.#��/�*��%!0�#�1/� k�l '��2+������

ottenendo cosı̀ le prime due delle 15 compo-

nenti principali:

3 '��-7�5 4 �-:�:'��65�> 4 �-��54 �-: 4m4 �-��73�4 �-7�; 3 '��-; 8
che possiamo riportare anche in questo caso

in un sistema cartesiano:

ab

alt
mare

sup

La figura, una proiezione 2-dimensionale deln @�o
, mostra la vicinanza tra i fattori distan-

za dal mare e altezza. In un’indagine medi-

ca, dove le colonne corrispondono a caratte-
ristiche cliniche e le righe a pazienti oppu-
re le righe a cellule tumorali e le colonne a

geni di ciascuno dei quali per ogni cellula è
indicata l’intensità di espressione, in questo

modo si possono individuare gruppi di fatto-
ri o geni con effetti vicini. Una discussione

di tecniche multivariate nello studio di mi-
croarray di DNA si trova nei libri di Amara-

tunga/Cabrera, Jagota e Lee.

Un problema di classificazione

Non sempre la prima componente principale

è la più adatta nei compiti di classificazione.
Guardiamo la seguente figura:

p @

p I

È evidente che la varianza in direzione p @ è

notevolmente maggiore che in direzione p I ;
nonostante ciò i dati si distinguono in due

gruppi che sono determinati dalla seconda
componente principale. Se ciò accade in una

proiezione
n^q�r�stn I con uwvxF , una tale di-

visione in gruppi può sfuggirci.
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In meccanica ( u=AyC ) la ricerca del primo

asse principale (asse con momento inerziale
massimo) è importante, perché la rotazione

attorno a questo asse gode di stabilità.
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