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Analisi di gruppi

In un campione di dati statistici sono spes-

so presenti gruppi che possono essere noti in
anticipo o meno. Dell’analisi di queste strut-

ture si occupano soprattutto tre grandi dis-
cipline statistiche: l’analisi della varianza,

l’analisi delle discriminanti e la teoria del
raggruppamento automatico.

Nell’analisi della varianza la suddivisione
in gruppi è già nota e si studia se e come una

o più variabili statistiche differiscano da un
gruppo all’altro. Nel caso di una variabile si

parla di analisi della varianza univariata,
nel caso di più variabili di analisi della va-
rianza multivariata.

Anche nell’analisi delle discriminanti la
suddivisione in gruppi è nota e si cercano

funzioni discriminanti con cui distinguere i
gruppi. Assumiamo quindi di avere un in-

sieme di pazienti ������� e una partizio-
ne ���
������ in sani e malati. Allora cer-

chiamo una funzione �
� �!�#"%$'& , detta

funzione discriminante, tale che gli insiemi
degli individui con test positivo risp. nega-

tivo corrispondano il più possibile ad
�

ed� . Spesso l’insieme dei positivi è definito co-

me ()� �+*,�.-0/21 e quindi l’insieme dei ne-

gativi come 34� �5*,�768/91 . È importante
che nelle applicazioni dell’analisi delle dis-

criminanti in statistica medica in genere si
vorrebbe successivamente applicare lo stes-

so criterio � a individui che non fanno parte
di � per poter valutare se siano affetti da

quella malattia.
Nella terza delle tre discipline, la teoria

del raggruppamento automatico (nella lette-
ratura inglese nota come cluster analysis),

non è ancora nota la suddivisione in grup-
pi e l’obiettivo è proprio un tale raggruppa-
mento. Ci occuperemo di questo compito in

questa parte finale del corso.

Raggruppamento automatico

Questo campo della statistica si occupa del-
la costruzione di raggruppamenti (in inglese

cluster significa grappolo, gruppetto) da un
insieme di dati ed è particolarmente adatto

per l’uso degli algoritmi genetici, sia perché
mutazioni e incroci sono definibili in modo

molto naturale, sia perché nella cluster ana-
lysis viene utilizzata una molteplicità di cri-
teri di ottimalità per le partizioni che ne-

gli approcci tradizionali richiedono ogni vol-
ta algoritmi di ottimizzazione diversi e spes-

so computazionalmente difficili e quindi non
applicabili per insiemi grandi (e spesso an-

che solo medi) di dati, mentre, come abbia-
mo già osservato, gli algoritmi genetici non

dipendono dalle proprietà matematiche del-
le funzioni utilizzate e hanno una comples-

sità che cresce solo in modo lineare con il
numero dei dati. Siccome l’algoritmo non di-

pende dalla funzione di ottimalità scelta, an-
che se ci limiteremo probabilmente all’uso

del cosiddetto criterio della varianza, lo stes-
so algoritmo può essere usato per un crite-
rio di ottimalità qualsiasi. Nella letteratu-

ra è descritta una grande varietà di misu-
re di somiglianza o di diversità, tra le quali

in un’applicazione concreta si può scegliere
per definire l’ottimalità delle partizioni, ma

il modo in cui viene usato l’algoritmo geneti-
co è sempre uguale.

È per esempio piuttosto difficile trova-
re algoritmi tradizionali per il caso che

l’omogeneità e la diversità dei gruppi non
siano descritte mediante misure di somi-

glianza o diversità tra gli individui ma diret-
tamente da misure per i gruppi, mentre ciò
non causa problemi per l’algoritmo genetico.

Elenchiamo alcuni campi di applicazione
del raggruppamento automatico: classifica-

zione di specie in botanica e zoologia (tas-
sonomia numerica) o di aree agricole o bio-

geografiche, classificazione di specie virali o
batteriche, definizione di gruppi di persone

con comportamento (istruzione, attitudini,
ambizioni, livello di vita, professione) simi-

le in studi sociologici o psicologici, creazione

di gruppi di dati omogenei nell’elaborazione
dei dati (per banche dati o grandi bibliote-

che), elaborazione di immagini (ad esempio
messa in evidenza di formazioni patologi-

che in radiografie mediche), individuazione
di gruppi di pazienti con forme diverse di

una malattia o riguardo alla risposta a un ti-
po di trattamento, classificazione di malattie
in base a sintomi e test di laboratorio, studi

linguistici, raggruppamento di regioni (pro-
vince, comuni) relativamente a caratteristi-

che economiche (o livello generale di vita o
qualità dei servizi sanitari), individuazione

di gruppi di località con frequenza simile
per quanto riguarda una determinata ma-

lattia, reperti archeologici o paleontologici o
mineralogici (descritti ad esempio median-

te la loro composizione chimica) o antropo-
logici, dati criminalistici (impronte digitali,

caratteristiche genetiche, forme di crimina-
lità e loro distribuzione geografica o tempo-

rale), confronto tra molecole organiche, clas-
sificazione di scuole pittoriche, indagini di
mercato (in cui si cerca di individuare grup-

pi omogenei di consumenti), raggruppamen-
ti dei clienti di un assicurazione in gruppi

per definire il prezzo delle polizze, classifi-
cazione di strumenti di lavoro o di prodotti

nell’industria oppure dei posti di lavoro in
una grande azienda, confronto del costo del-

la vita nei paesi europei, divisione dei com-
ponenti di un computer in gruppi per poterli

disporre in modo da minimizzare la lunghez-
za di cavi e circuiti.

In queste applicazioni, che si differen-
ziano fortemente per la quantità degli og-
getti da classificare (poche decine nel ca-

so di oggetti archeologici, milioni di pixel
nell’elaborazione di immagini) e per la natu-

ra dei dati, spesso non è facile scegliere un
criterio di ottimalità robusto (cambi di scala

possono ad esempio influenzare l’esito del-
la classificazione, quando si usano distan-

ze euclidee) e superare la spesso notevole
complessità computazionale.
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Il criterio della varianza

� sia un sottoinsieme finito di � � .
Per un sottoinsieme non vuoto ; di � deno-

tiamo con

;<� �>=? ; ?A@BDCDEGF
il baricentro di ; . Poniamo inoltre

H ;I� �KJBDCLE ? F " ;
? M

Per una partizione ( di � sia infine

N *O(!1P� � JEQCLR H ;
Questa è la funzione da minimizzare quan-

do si usa il criterio della varianza.
Più precisamente si fissa il numero S del-

le classi della partizione; la partizione otti-
male è quella partizione ( di � con S classi

per cui N *O(!1 assume il minimo; il minimo
esiste certamente, perché � è un insieme fi-

nito e quindi anche il numero delle partizio-
ni di � è finito, benché molto grande.

In generale, nel raggruppamento auto-
matico si vorrebbe da un lato che ogni clas-

se della partizione sia il più possibile omo-
genea e quindi le distanze tra gli elementi
di una stessa classe siano piccole, dall’altro

che le classi siano il più separate tra di loro.
Il criterio della varianza soddisfa, come si

può dimostrare, allo stesso tempo entrambe
queste richieste. Esso è, per dati che hanno

una rappresentazione naturale nel �!� , il
criterio di ottimalità più usato, benché non

esente da limitazioni (cfr. pagina 37); biso-
gna in ogni caso come sempre scalare in mo-

do appropriato le variabili, utilizzando ad
esempio una delle tecniche di standardizza-

zione che conosciamo.

”
In alcuni campi di ricerca si può pertanto

ritenere che la fase di classificazione sia il
momento essenziale del procedimento scien-

tifico ...“ (Rizzi, 72)

”
Do not assume that clustering methods are

the best way to discover interesting grou-
pings in the data; in our experience the vi-
sualization methods are often far more ef-

fective.“ (Venables/Ripley, 316)
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Il numero delle partizioni

Quante sono le partizioni di un insieme fi-
nito? Denotiamo con ���������
	 il numero delle

partizioni di un insieme con � elementi in� classi. I numeri della forma ���������
	 sono

detti numeri di Stirling di seconda specie.

Lemma 1. Per �����
��� vale

����������	������������
��������	����������������
���
	
Dimostrazione. Una partizione di� � �"!�!"!"���$# può contenere

� �$# come elemen-
to (in tal caso � è equivalente solo a se stes-

so) oppure no.
Il numero delle partizioni di

� � �"!�!"!"���$# in

� classi di cui una coincide con
� �$# è eviden-

temente uguale al numero delle partizioni

di
� � �"!%!"!"���&���'# in �(��� classi, cioè uguale

a �����)�*� �����+��	 .
Se una partizione di

� �
�"!�!"!����$# con �
classi non contiene

� �$# come elemen-

to, essa si ottiene da una partizione di� � �"!�!"!"���)�*�%# in � classi, aggiungendo �
ad una delle � classi. Per fare questo abbia-
mo � possibilità.

Dalla definizione otteniamo direttamente le

seguenti relazioni (per la prima si osservi
che l’insieme vuoto , può essere considerato

in modo banale come partizione di , ).
���.-/�0- 	1�2� !
����-3����	���- per �
���
!
�������0- 	1��- per �4���

Possiamo cosı̀ scrivere un programma in R
per il calcolo ricorsivo di ���5�����
	 :
687:9�;'<�=%>%<�?%@�A)B�CED"? F�; <EG�?IH.?8J�K LM <�C�H.?%B"B�N'L�<�C�H�K�B"B"N LPO�Q">%9EQ�NQ">%9EQ�<�C�H�K�B"B"N L
N�Q">�9"QR%Q%FES">">/H�?'T%O�J�K'T%O"L�UEK V�R%Q�FES�>">/H.?'T'O�J�K L�W

I numeri di Stirling di seconda specie cres-

cono fortemente:

���5X���Y'	1�2��X
���:�"-3��Y'	1�IX
�%�
���:�"-3��Z'	1�I['Z%Z%-
����Y%-3��X'	1�I\%]'['Y�- ^%-'[%-'X%-'-
����X%-3�0] 	1�IX'Y%_
�"_'^'X%X'Z%X'['_�] X%Y'Y'^%^
�%��[%-'^%]%] X'Z ��Y

Calcolo della funzione `
Rappresentiamo in primo luogo il sottoin-
sieme a mediante la matrice dei dati bdce�fg

; più precisamente a è l’insieme delle

righe di b . Denotiamo con � il numero del-
le classi. Una partizione è rappresentata da

un vettore hic � � ��!"!"!"���/# f . Una riga b)j
appartiene alla k -esima classe l�m se h(j è

uguale ad k .
Per ogni knc � � ��!"!"!"�E�3# dobbiamo calcola-

re il baricentro l m ; otteniamo cosı̀ una ma-
trice opc e�qg

con o m � lrm , almeno se la k -
esima classe non è vuota, perché altrimenti
il baricentro lrm non è ben definito. D’altra

parte però gli indici k con l m �I, non entra-
no veramente nel calcolo di s , come risulta
da

st��h(	��vuw8x3y uz
x3w
{ | � l { }

o dalla formula equivalente

st��h(	��
f
u
j5~r�

{ b)j���o y j { }

Infatti, se l m �I, , h j sarà sempre ���k . Qui
possiamo utilizzare a nostro favore il fatto
che R permette di creare matrici numeriche

in cui appaiono i valori � ?�C e � S � , per cui
possiamo creare una matrice o che contie-

ne anche questi valori come elementi.
Definiamo prima una funzione che per

ogni vettore �4c � �
�"!"!"!����3# f calcola la fre-
quenza con cui appaiono i suoi elementi:

� 75FEG�?�;'S�BPCED�? F�;'<EG�?IH���J�K
LM D%BE=%Q��8H5NtJ�K LC'G�=�H:S4<�?�� LnD���SE�"BED���SE�"U OD W
���'9EQ���� <EG���%B%F3H�O�J�A/J5�tJ5��J�O�J�O�J:�tJ:A/J:�'L�%='<�?�;�H5� L�+O)AP����OPO���A��
D'B � 75FEG�?�;%S/H���J:�%L�%='<�?�;�H�D
L�4�PAPN4�4O

Adesso calcoliamo la matrice dei baricentri.

Nella penultima riga appare l’espressione�8��StJ5����FEG�?�;8��SE�
che in R però è ammissibile

anche quando il denominatore si annulla.
Infatti, quando

FEG�?�;8��SE�
è uguale a zero, an-

che
�8��S/J:�

è uguale a zero, e
N��"N

in R diventa� S � , valore che, come abbiamo detto, può far
parte dei coefficienti di una matrice.

� =%S�7��'SE='<"FEQ�?%;"='<
BPC"D"? F�;'<"G�?IH5�tJ5��J�K LM �%B�? FEG�>/H5�'L��(?'B�?�=%G���H5�'LF"G�?�;�B � 75FEG�?�;'S/H���J�K
L�%BE6E��H�='Q���H5NtJ�� V�K L�J5='<�@��'Q"BEK LC'G�=�H�<�<�?*O/� ?
LM SEBE�8�5<E�t�¡�8��StJ5�"BE�8�5S/J5�"U"�8�5<3J5��WC'G�=�H:S4<�?*O/�.K Ln�8��StJ5�"BE�8�5S/J5����F"G�?�;8��S"��'W

A questo punto possiamo definire la funzio-

ne per il calcolo di s :
� =%S�7.@PB�CED"? F�;'<EG�?IH:�tJ���J�K
LM ?%B�?�=%GE��H5�'L��¢�%B � =%S�7 �'S�='<"F"Q�?�;"='</H5�tJ���J5K L9EB"NC'G�=�H�<�<�?*O/� ?
L M D%B����5<3J5�%T��8� �8�:<��tJ5�9EB%9�UE6"��759"FES">�S�=%Q/H.D8J.D
L�W9"W

Consideriamo la prima figura a pagina 31.

Potremmo pensare a due partizioni h e £ a
tre classi l���¤ e ¥ .

Nella partizione h poniamo

l =
�
To, Mi, Fi, Bo, Pr, Pd #¤ =
�
Ge, Fe, Ve, Ra, Pi #¥ =
�
Bz,Tn,Bl,Vi #

nella partizione £ spostiamo Pisa da ¤ a ¥ .

Tenendo conto dell’ordine in cui i comu-
ni appaiono nella tabella a pagina 16, h e

£ diventano vettori definiti nella tabella se-
guente:

P Q

Belluno 3 3
Bologna 1 1

Bolzano 3 3
Ferrara 2 2

Firenze 1 1
Genova 2 2

Milano 1 1
Padova 1 1

Parma 1 1
Pisa 2 3

Ravenna 2 2
Torino 1 1

Trento 3 3
Venezia 2 2

Vicenza 3 3

Come standardizzazione usiamo di nuovo la
matrice dei ranghi. Quale delle due partizio-
ni è migliore?

¦"��H:A%L�"B�¦"��7 �'S�;"='<�FEQ/H�L�ER�B � �$7 =%S�?%@%G/H5�'L
��B%F3H:�tJ�O�J:�/J�A/J�O�J:AtJ�O�J�O�J0O�J:A/J:AtJ�O�J:�/J�A/J:�%L§ B%F3H:�tJ�O�J:�/J�A/J�O�J:AtJ�O�J�O�J0O�J:�/J:AtJ�O�J:�/J�A/J:�%L
@��%B � ='S�7.@tH���J5�ER�J:�'L@"¨"B � ='S�7.@tH § J5�ER�J:�'L
��='<�?�;�H5@��
L��A�7:O��'O"O��"©
��='<�?�;�H5@"¨'L��A�7�©��"ª"�"�

La partizione h è quindi migliore. Con la

matrice non standardizzata invece risulte-
rebbe leggermente migliore la seconda par-

tizione:

@��%B � ='S�7.@tH���J5�tJ:�%L@"¨"B � ='S�7.@tH § J5�tJ:�%L
��='<�?�;�H5@��
L��O���«"�'O�N'O
��='<�?�;�H5@"¨'L��O��"�%«"�EN�©

Il programma principale

Presentiamo adesso un programma comple-

to in R che contiene le funzioni per il rag-
gruppamento automatico mediante un al-

goritmo genetico. Il programma è piutto-
sto semplice e segue l’algoritmo di base

dell’ottimizzazione genetica visto a pagina
32. Benché molto più lento di un program-

ma analogo in C, è sufficiente per trattare i
nostri 15 comuni.

La funzione principale
� =%S

è interattiva,

permettendo all’utente di impostare duran-
te l’esecuzione l’intervallo di tempo ¬ ; che

intercorre tra le visualizzazioni del risulta-
to ottimale raggiunto.

� =%SPB�CED"? F�;'<EG�?�H5��J�K LM ?%B�?�='G���H5�'L6"��BE6E�8H.?"D"�'QE='<"F3H.?
V��"N'L�J�FEG">EB"��N'L6"��B � ='S�7�?"D'GE�'<3H�6"��J�K�J�O�J:�"N'L
¬ ;�B'O�N��¡;�B"Nt��=%Q��'Q�S�;M ;�BE;�U O��¡R�B � =%S�7 =%Q�? ¬ <��'Q�?�;'<3H�6���J5�tJ�K
L­ = ¬ B�GE= ¬ Q�=�H5R L��¡6"�%BE6"�8��J ­ = ¬ �6"��B � ='S�7�?"D'GE�'<3H�6"��J�K�J:�%O3J5�"N'L6"��B � ='S�7��"D�;'SE®%<EG�?
<3H�6"��J5K�J�R�J5� L6"��B � ='S�75<�? F�=%G�F"<3H56"��J�K�J5R�J5�'L<�CIH�;%¯"¯ ¬ ;�B�B"N'LM ¬ ;�B � =%S�7 �'<�9�D'S">�<E®"®�S/H�;�J ¬ ;�JR8� ­ = ¬ �:O����tJ�6"�8�EJ�O��'L<�CIH ¬ ;�B"B"N'Ln��=%Q"S�K'W"W"W

Si noti l’introduzione del vettore
R

dei rendi-
menti. Per le visualizzazioni usiamo

� =%S�7 � <"9�D'S">%<�®"®�S)B�CED"? F�; <EG�?IH�;�J ¬ ;�J�='Q�? ¬ J��
LM ��B��'S%9�;%Q/H���J�FEG">">�S�� 9EQEB�°�°�LFES�;�H"°�±�?�°"J�='Q�? ¬ J"°'�
°"J���J"° ¬ G�� G²°"J�;�J°�@%Q�?'Q�=%S"®%<EG�? <"±�?�°"J�9"Q��%Bt°"°0LSEBE=%Q"S ¬ >�<�?'QtH"°�³ED'G%<�FEG�?�;'<�?"D'S�=%Q%´µ°�L<�CIH:S"B"Bt°.?�°0L
NQ">�9EQ M ��B�S�9/H:S/J"°.?�D"�'Q�='<�F3°�L<�CIH'¶5<"9t7�?'StH�� L"L·��Q">�9EQ ¬ ;%W"W

Battendo semplicemente invio, il program-
ma continua; con

°.?�°
si ferma, mentre se in-

seriamo un numero, questo viene usato co-
me nuovo valore della variabile ¬ ; che indica

l’intervallo tra due visualizzazioni.
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L’algoritmo genetico

La creazione di una nuova matrice di parti-

zioni ( ��� ), che contiene 40 colonne ciascuna
delle quali rappresenta una partizione, av-

viene con

�����	��
���
�����������
�������
�
�� ����� ��� � �"!$#% 
���
��&
�'(� ����#*) ��
��+�-,.�/
.�	0 !*#���21�� ,�3��&�4
��5�6��
��&7����5�"
 �98*� ��#����:
il calcolo dei rendimenti con

�����	�"�&74
�;��/<�74
&�����=����
*������
4
>� ����� ?��@��#�4A�A�B�C	� �����-DE� ���&�	�@F �-?	�@��#
Qui viene usata la funzione

���&�	�@F
definita a

pagina 35.

Per le mutazioni usiamo

�����	��<������G������
*������
4
>� ���@��� H�#% 
���B�74
&F���I(� ��#$) A&������
*����� 8*�-J	� J � K #�&
��+�L�M��
 8 0�
 # ���+�@����
������ 8�#4N A #
�(1 �43����4
*�5�6�/
���7����$� 8$�98*�@��#�&:

e

�����	��<�������O���
4
*��������
*������
4
+� �����@��� H�� ?�#% ��
��+�-,.�/
 8 0@P J�#% � �����&�	�"<����&�E� ���(1�� ,�3 �@���@H*#�����-���&�	� F	� ��� ?��@��#4N�H21 ,�3 #Q���21�� ,�3�� �&:
����:

per gli incroci

�����	�6�/
��4�&
&�����M����
�������
4
�� �����@���@H(� ?�#% 
���
��&
�'(� ����#�&
��+�-,R��
TS�7�U	� 8*� P J	�6D�#�#% �*8 � ���(1�� ,�3 )V�&D � ���(1�� ,�W 8 3A&������
����(� 8*� J	�-J � K #�&
��+�L�M��
 8 0�
 # ���+�@����
������ 8�#4N A #% ��� ��8$1 ��3 )V��8$1 ��3�� �&D	1 �43 )X�&D�1 �43���� :
H�8 �����&�	� F	� ��8*�-?	�@��#*)YH&D �����&�	� F	� �&DE�-?	�@��#������� H�84N�H(1 ,�3 #4Z�Z � H&D�N�H(1 ,�W 8 3 #�#% ���(1�� ,�3�� ��8*)V���21�� ,�W 8 3�� �&D�:�:����:

Vengono incrociate la prima con la seconda

partizione, la terza con la quarta, e cosı̀ via.
Nelle mutazioni e negli incroci applichiamo

il metodo spartano.

Raggruppamenti dei 15 comuni

Applichiamo il metodo ai 15 comuni. Chie-
diamo un raggruppamento in 4 classi ed

eseguiamo l’algoritmo prima senza standar-
dizzazione con

[ ! � D�#
? � [ ! ��<�����������7	� #�����E� ?	� P #

usando, con il comando
[ ! � D�# , la nostra ban-

ca dati. Dopo 200 generazioni otteniamo il

risultato

P 84J K�\�]	�-\	0 8GDT8 ] D^D P 8 ] 8 ]MP 8 ] 8
Proviamo la proiezione su _ `5a�b�c :

[ ! � D�#? � [ ! ��<�����������7	� #
?�J�8 ���4<2�@���&� J�8 � ?�#�����E� ?�J�8$� P #

Dopo 200 generazioni otteniamo

8 � 84D P�d�P�e	0 8fDT8 ] D�D P DMD�D ]�P 8 ] D
Si noti che i rendimenti non sono confronta-

bili (perché abbiamo usato standardizzazio-
ni diverse) e possono essere usati solo per
valutare la bontà del risultato per esecuzio-

ni con la stessa standardizzazione.
Nello stesso modo procediamo per la ma-

trice dei ranghi:

[ ! � D�#
? � [ ! ��<�����������7E� #?�H ���4<2�@�&�4
&F�
	� ?�#���&�E� ?�H(� P #

ottenendo dopo 200 generazioni

8 � K�g�K�]�\ 8 0h]=PR] 8 P 8 P D P DT8 P^] 8GD
Per vedere concretamente le partizioni ri-
portiamo i risultati in una tabella:

X X01 XR

Belluno 1 1 3

Bologna 2 2 4
Bolzano 1 1 3

Ferrara 3 3 1
Firenze 2 2 4

Genova 2 2 1
Milano 4 4 4

Padova 1 2 2
Parma 3 2 4

Pisa 1 2 2
Ravenna 3 3 1
Torino 4 4 4

Trento 1 1 3
Venezia 3 3 1

Vicenza 1 2 2

Si osservi che i numeri delle partizioni pos-
sono essere permutati tra di loro e che per-

ciò il gruppo 1 e il gruppo 2 non sono più si-
mili di quanto lo siano il gruppo 1 e il grup-

po 4. Abbiamo cosı̀ i seguenti gruppi.

Senza standardizzazione:

Belluno, Bolzano, Padova, Pisa,
Trento, Vicenza

Bologna, Firenze, Genova
Ferrara, Parma, Ravenna, Venezia

Milano, Torino

Usando le figure alle pagine 29-31, colo-
riamo i comuni in colori diversi a secon-

da della classe nella partizione generata
dall’algoritmo di raggruppamento.

Quando confrontiamo i risultati, dobbia-
mo ricordarci che si tratta di proiezioni

2-dimensionali, mentre il raggruppamento
avviene (nel nostro caso) in quattro dimen-
sioni. Questo spiega perché ad esempio nel-

la prossima figura un punto giallo è appa-
rentemente (cioè in due dimensioni) sepa-

rato dagli altri punti della stessa classe.

Con proiezione su _ `5a�b�c :
Belluno, Bolzano, Trento

Bologna, Firenze, Genova, Padova,
Parma, Pisa, Vicenza

Ferrara, Ravenna, Venezia
Milano, Torino

Con la matrice dei ranghi:

Ferrara, Genova, Ravenna, Venezia
Padova, Pisa, Vicenza

Belluno, Bolzano, Trento
Bologna, Firenze, Milano, Parma,

Torino

Soprattutto in problemi complicati i risultati
di un’ottimizzazione genetica non sono unici

e possono differire da un’esecuzione all’altra,
anche dopo lo stesso numero di generazioni.

Nell’ultimo esempio (in cui si usa la matri-
ce dei ranghi) può sorprendere che Genova

si trovi nello stesso gruppo di Ferrara; perciò
proviamo un’altra esecuzione, trovando dopo

400 generazioni

8 �@P�e�e�]�d 8 0XPR]�P 8 ] 8 ] D ] 8M8 ]MP 8GD
risultato che rimane uguale anche dopo 800
generazioni e quindi probabilmente è otti-
male; esso corrisponde alla partizione

Ferrara, Genova, Pisa, Ravenna,
Venezia

Padova, Vicenza
Bologna, Firenze, Milano, Parma,

Torino
Belluno, Bolzano, Trento

Genova è rimasta nel gruppo di Ferrara, a
cui si è aggiunta Pisa.
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Il problema dei gruppi sferici

Scopriamo adesso un difetto piuttosto spia-

cevole dei metodi di raggruppamento o al-
meno del criterio della varianza, che ne

limita in alcune situazioni l’applicazione.
Vengono infatti preferiti gruppi sferici, an-

che quando una suddivisione diversa sem-
brerebbe migliore. Consideriamo l’insieme

dei dati nell’ultima figura a pagina 31. Ap-
plichiamo il nostro metodo alla matrice non

standardizzata con due classi, colorando gli
elementi dei due gruppi in modo diverso.

Dopo 400 generazioni otteniamo

L’algoritmo ha creato due gruppi approssi-

mativamente sferici invece della più natu-
rale divisione diagonale. Anche una stan-

dardizzazione (ad esempio proiezione su� �������
) ovviamente non elimina il problema:

Abbiamo ottenuto esattamente la stessa
partizione!

Bisogna allora provare (se ci si accorge
del problema, il che non è sempre facile in

dimensione maggiore a 2) ad usare un’altra
funzione di ottimalità (ad esempio basa-

ta sul criterio del determinante), ma anche
questa può avere limitazioni a sua volta.

La funzione pam di R

R fornisce il pacchetto ��	�

������� per le funzio-
ni di raggruppamento automatico. Per otte-

nere partizioni ottimali si può usare la fun-
zione ����� che, nella sintassi più semplice, si

usa nella forma �����������������
� , in cui ����� è una
tabella e � il numero delle classi.

Dopo 	 ��� ����� !"�#��	�
���������� con

$ �%�'&��������( $ �*)+�������,�� ���.- �"�+����������������/��0�
otteniamo (in un output più complesso) il
vettore

1 & 132 &4&5/6& 26152 / 15261

che corrisponde alla partizione

Belluno, Bolzano, Pisa, Trento, Vicenza
Bologna, Firenze, Genova, Padova
Ferrara, Parma, Ravenna, Venezia

Milano, Torino

L’esecuzione è molto veloce.

Suddivisione gerarchica

La teoria dei raggruppameni comprende

numerose tecniche e oltre a raggruppamen-
ti tramite partizioni si utilizzano anche ri-

coprimenti (cioè rappresentazioni dell’insie-
me dei dati come unione di insiemi non

necessariamente disgiunti) e suddivisioni
gerarchiche (spesso rappresentate tramite

dendrogrammi). Queste ultime sono usate
frequentemente nella letteratura statistica

applicata, ma spesso in modo non appro-
priato; è infatti difficile la loro corretta in-

terpretazione. La teoria matematica della
classificazione gerarchica si basa sulle me-
triche non archimedee (o ultrametriche) ed è

esposta nei libri di Diday/ e Bock. Ultrame-
triche sono note e utilizzate da molto tempo

in matematica, soprattutto in alcuni campi
dell’algebra e della teoria dei numeri e nella

dinamica simbolica.
Una metrica 7 si dice non archimedea, se

per ogni numero reale 8:9 �
vale la relazio-

ne di transitività

7<;'= �.>�?A@ 8 e 7<; > ��B�?C@ 8ED%FG7<;�= ��B�?C@ 8
Ciò significa che la relazione

=IHEJ >LK FM7<;�= ��>.?A@ 8
(riflessiva e simmetrica per ogni metrica) è

una relazione di equivalenza. Questa condi-
zione, molto naturale nella statistica, non è

soddisfatta nella geometria euclidea: se la
distanza tra = e

>
è minore di un metro e

lo stesso vale per la distanza tra
>

e
B
, da

ciò non segue che anche la distanza tra = eB
sia minore di un metro. Metriche non ar-

chimedee non misurano una distanza geo-
metrica, ma comunanze: più proprietà due

oggetti hanno in comune, più simili e vici-
ni risultano in un’appropriata metrica non

archimedea.

Il matematico in statistica

Per fare bene il suo lavoro, lo statistico
che lavora in un’azienda, nell’amministra-

zione pubblica o nella ricerca clinica, de-
ve comprendere i compiti che gli vengono

posti e deve essere in grado di interagire
con i committenti. Nonostante ciò la stati-

stica è di sua natura una disciplina mate-
matica che si basa sul calcolo delle probabi-

lità, una teoria astratta e difficile, e richie-
de conoscenze tecniche in altri campi della

matematica come analisi reale e complessa,
analisi armonica, calcolo combinatorio (ad
esempio per la pianificazione di esperimen-

ti). Nell’analisi delle componenti principa-
li e nella ricerca di raggruppamenti sarà

compito dello statistico scegliere la rappre-
sentazione dei dati e le misure per la somi-

glianza o diversità di individui e gruppi. In
questo corso abbiamo potuto accennare solo

ad alcune delle difficoltà concettuali e tecni-
che che si incontrano.

Nella statistica multivariata in particolare

probabilmente molte tecniche sono ancora
da scoprire e i metodi più efficienti si ba-

seranno forse su metodi geometrici avanzati,
ad esempio della geometria algebrica reale e
della teoria delle rappresentazioni di gruppi.

Ci sono tanti campi di applicazione del-
la statistica in medicina, bioinformatica, far-

macologia, matematica finanziaria, lingui-
stica, demografia, che uno studente che in-

traprende questa professione dopo aver ac-
quisito una solida formazione matematica

può sperare in un’attività interessante e gra-
tificante.

L’abitudine ai dati e alla loro interpreta-
zione formerà le sue capacità di giudicare si-

tuazioni complesse in modo razionale oltre a
fornirgli un ricco patrimonio di informazioni,
quindi potrà anche aspirare a una carriera

amministrativa o manageriale.
Nel suo lavoro giornaliero potrà, nei con-

tatti con ricercatori clinici o amministratori
o con l’opinione pubblica utilizzare le proprie

conoscenze teoriche per chiarire il significato
di risultati di test clinici o di rilievi statistici

o per proporre nuovi esperimenti o indagini.
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