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1. INSIEMI PARZIALMENTE ORDINATI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné.

Situazione 1.1. X = (X, <) eY = (Y, <) siano insiemi parzialmente
ordinati.

Definizione 1.2. Per z,y € X siaz <y:<= z<yex #uy.
Definiamo gli intervalli

[,y ={z€e X |z <z<y}
[z,y) ={z€ X |z <2<y}
{
{

—

(r,y] ={zeX |z <z<y}
(z,y):={zeX |z <z<y}

Inoltre siano

S(x) :={ye X |z <y}

I'insieme dei successori di x,
P(z):={ye X |y <z}
I'insieme dei predecessori di x e
L(z) := P(z) U S(x)
il lignaggio di x.

Poniamo inoltre

ST(z) = S()\z={y € X |y >z}
P(z) =P(z)\z={y € X |y <z}

Piu in generale poniamo

P(A) = | P(z)
TEA

S(A4) = | S(x)
T€A

L(A) == ] L()



I(A) == () P(z)

T€EA
S(A) = () S(=)
T€EA
A(A) = (] L(=)
T€EA

per A C X. Siosservi che u € ¥(A) <= u > a perognia € A.
In questo caso scriviamo anche u > A.
Similmente scriviamo v < A se u < a per ogni a € A.

Definizione 1.3. Una catena di X é un sottoinsieme totalmente
ordinato di X.

Una catena finita non vuota C possiede sempre un elemento piu
grande (naturalmente unico) che viene denotato con max(C). Se
C = {a1,...,an}, scriviamo anche maz(a1,...,an).

a3
a2

al

Lemma di Zorn. Se X non & vuoto e per ogni catena C # 0§ di X
esiste un elemento u tale che ¢ < u per ogni ¢ € C, allora X possiede
un elemento massimale.

Proposizione 1.4. Ogni catena di X é contenuta in una catena
massimale.

Dimostrazione. C sia una catena di X. Applichiamo il lemma di
Zorn all’insieme di tutte le catene di X che contengono C, ordinato




rispetto all’inclusione di insiemi. Questo insieme & non vuoto perche
contiene C' come elemento.

Se consideriamo una catena [ di catene contenenti C' come sot-
toinsieme, & immediato che 'unione D degli elementi di S & ancora
una catena che contiene C. Infatti se x,y sono elementi di D, allora
esistono K. L € ftalichez € Key € L.

Siccome S € una catena, abbiamo, ad esempio, KX C L, e quindi
xz,y € L. Ma L é, per ipotesi, una catena rispetto all’'ordine parziale
dato su X, percio ad esempio z < y.

Siccome M C D per ogni M € f, I'ipotesi del lemma di Zorn &
soddisfatta.

Corollario 1.5. Ogni elemento di X é contenuto in una catena mas-
simale di X.

Dimostrazione. Sia z € X. Allora {z} € una catena di X.

Definizione 1.6. Una catena C di X si dice saturata, se non esistono
z,y € Cez¢ Cconz < z<ytaliche C'Uz sia ancora una catena.

Definizione 1.7. Un sottoinsieme A di X si dice convesso se vale la
condizione

r,y€e A = [z,y]C A

Si noti che [z,y] = ), se non vale z < y.

Dalla transitivita dell’ordine parziale segue che ogni intervallo,
cioe ogni insieme della forma [a,b] , (a,b], [a,b) 0 (a,b) & convesso.

Osservazione 1.8. Siano z,y € X. Allora:

P(z) CPly) <= z <y
P(z)=P(y) <= =y
S(x) CSy) &= y<=
S(x)=8y) &= z=y

Definizione 1.9. Sia A un sottoinsieme di X. Un elemento v € X si
dice un maggiorante di A, se a < u per ogni a € A.

Osservazione 1.10. A4,..., A} siano sottoinsiemi di X e uy,...,uy
elementi di X tali che u; sia un maggiorante di A; per ogni j. Sia



v € X un maggiorante di {ui,...,uy}, cioé u; < v per ogni j. Allora v
¢ un maggiorante di A; U ---U Ay;.

Dimostrazione. Siaa € A U---UAj. Allora esiste un j tale chea € A;.

Per ipotesi a < u; <wv e quindi a < v.
Osservazione 1.11. C sia una catena di X e ¢ : X — X un’appli-
cazione monotona.
Allora ¢C é una catena e, se max C esiste, allora ¢(max C') = max(¢C).
Dimostrazione. Siano a,b € ¢C ed a = ¢c; e b = ey con ¢, co € C.

Allora, essendo C una catena, ad esempio c¢; < ¢y e dalla monotonia
di ¢ segue pc; < pcg, cioe a < b.

Siano ora m = max C' ed a = ¢c con ¢ € C. Allora ¢ < m, quindi
a = pc < pm.

Definizione 1.12. Per un’applicazione f denotiamo con Imm f la sua
immagine e, per f € X~, con

Fixf:={ze X | f(z) =z}
I'insieme dei punti fissi di f.

Osservazione 1.13. A sia un sottoinsieme convesso di X ed z € X.

Allora A\ P(x) e convesso.

Dimostrazione. Siano u,v € A\P(z) conu < v. Peripotesi [u,v] C A.
Dobbiamo dimostrare che [u,v] N P(z) = (.

Sia z € [u,v] N P(z), cioe u < z <wvez < z. Cioimplica u € P(z),
una contraddizione.

Lemma 1.14. A sia un sottoinsieme convesso e non vuoto di [—oo, oo].
Allora A é un intervallo.

Pitu precisamente definiamo a := inf A e b := sup A. Allora:

A=la,b] sea,be A
A= (a,bjseag¢ Aebe A
A=1Ja,b)seac Aeb¢ A
A= (a,b)sea,b¢ A

Dimostrazione. Lenunciato segue facilmente dall’ipotesi che A sia
convesso. Cfr. Erné, pagg. 177-178.




Lemma 1.15. Siano A, B C X. Allora S(A) N P(B) é convesso.

Dimostrazione. Siano z,y € S(A) N P(B) con z < y. Allora esistono
a€Aebe Btalichea<z <y<b. Siaze€ [z,y]. Alloraa <z <z <
y < b, quindi z € S(A) N P(B).

Osservazione 1.16. C sia una catena di X.

(1) Se esiste sup C, allora C Usup C é una catena.
(2) Se esiste inf C, allora C Uinf C e una catena.

Dimostrazione. Chiaro.

Lemma 1.17. X sia una catena ed f : X — Y un’applicazione
monotona e biiettiva. Allora f é un isomorfismo di insiemi parzial-
mente ordinati.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che f~! & monotona.

Siano y1,y2 € Y con y1 < y9 € y1 = f(x1),y2 = f(x2). Dobbiamo
dimostrare che 21 < z5. Se non fosse cosi, si avrebbe pero z; > zo,
perche X é una catena.

Dalla monotonia di f e dalla biettivita seguirebbe allora y; > s,
una contraddizione.



2. ALBERI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné.

Definizione 2.1. Linsieme parzialmente ordinato X si chiama un
albero, se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) P(x) e una catena per ogni z € X.

(2) Esiste un elemento pit piccolo g € (| P(x).
zeX

In particolare X # ().

Seguiamo qui Davey/Priestley, pag. 26.
g si chiama 1’ origine di X.

Per un sottoinsieme A di X sia

AT = A\ q.

Lemma 2.2. X sia un albero, M una catena massimale di X ed
z € M.

Allora P(z) C M.
Dimostrazione. Dimostriamo che 'unione M U P(z) & ancora una

catena.
Siano a,b € M U P(zx).




(1) Se a,b € M oppure a,b € P(z), si ha, ad esempio, a < b perche
sia M che P(z) sono catene.

(2) Sianoa € P(z)eb e M\ P(z). Allora a < z. Siccome M & una
catena e per ipotesiz € M,sihaz < boppureb < z. Mab< z
significherebbe b € P(z), una contraddizione, quindi z < . Ma
allora a < z < bimplica a < b.

Corollario 2.3. Ogni catena massimale di un albero é convessa.

Corollario 2.4. X sia un albero, M una catena massimale di X ed
z e X.
Allora M \ P(z) e convesso.

Dimostrazione. M & convessa per il corollario 2.3. Per ’'osservazione
1.13 anche M \ P(x) & convesso.

Lemma 2.5. X sia un albero e C una catena di X. Allora sono
equivalenti:

(1) C é convessa.
(2) C é saturata.
(3) Per ogni catena massimale M contenente C vale
[,y " M = [z,y] N C per ogni z,y € C.
(4) Esiste una catena massimale M tale che
[z,y] " M = [z,y] N C per ogni =,y € C.
E’ chiaro che allora C C M.
(5) Per ogni z,y € C esiste una catena massimale M tale che

[z,y] O M = [z,y] N C.
Dimostrazione. (1) = (2) : Siano z,y € C ez € X talichez <

z < y. Per ipotesi si ha z € C, e quindi la condizione della definizione
1.6 &€ banalmente soddisfatta.

(2) = (1): Sianoz,yc€ Cez¢ Cconz < z <y. Siaa € C. Siccome
C é una catena si ha a > y oppurea < y. Se a > y, allora z < a. Se
invece a < y, allora a e z appartengono entrambi alla catena P(y) e
sono quindi confrontabili.

Cio mostra che C U z & una catena, in contraddizione all’ipotesi.

(1) = (3): C sia convessa e M una catena massimale con C C M.
Siano z,y € C. Per ipotesi [z,y] C C. AlloraCNM =Celz,y)NC =
[z,y], quindi [z,y| "M = [z,y] NCNM = [z,y| N C.



(3) = (4): Chiaro, perche per il corollario 1.5 esiste almeno una
catena massimale che contiene C.

(4) = (5): Chiaro.

(5) = (1): Siano z,y € C e supponiamo z < y. Per ipotesi esiste
una catena massimale M con [z, y|NM = [z,y]. Siccome y € [z,y]NC,
cio implica y € M. Per il lemma 2.2 [z,y] C P(y) C M, e quindi
[z,y] = [z,y] "M = [z,y] N C, per cui [z,y] C C.

Osservazione 2.6. S(z) N S(y) #0 = z < yoppurey < z.

Dimostrazione. Sia z € S(z) N S(y). Allora z,y € P(z) e 'enunciato
segue dall’ipotesi che X sia un albero.

Lemma 2.7. X sia un albero ed a,b,u € X conu € [a,b] (e quindi
a < b). Allora [a,b] = [a,u] U [u, b].

Dimostrazione. Sia = € [a, b]. Allora u e z appartengono alla catena
P(b), per cui u < z oppure z < u.

Se u < z allora z € [u, b], se invece z < u allora z € [a, u].

Viceversa la transitivita dell’ordine parziale implicafa, u] C [a,b] e
[u,b] C [a,b], per cui [a,u] U [u,b] C [a,b].




3. SEMIRETICOLI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné, Bandelt/Hedlikova.

Definizione 3.1. Un insieme parzialmente ordinato X si chiama un
semireticolo (inferiore), se per ogni a,b € X esiste un elementou € X
tale che

P(a) N P(b) = P(u)
Per I'osservazione 1.8 © =: a A b & allora univocamente determinato e
si chiama I'infdia e b.

Piu avanti scriveremo ab := a A b. Con quella notazione abbiamo
quindi

P(a) N P(b) = P(ab)

Osservazione 3.2. X sia un semireticolo ed a,b,c € X. Allora

alNa=a
aANb=bAa
(aNb)Ne=aN(bAc)

(X, A) é quindi un semigruppo commutativo, in cui ogni elemento e
idempotente.

Dimostrazione. I primi due enunciati sono evidenti.

Dimostriamo I’associativita.
P(aAN(bAc)) =P(a)NP(bAc) = P(a) N P(b) N P(c), ma questo per
simmetria & anche uguale a P((a A b) A ).
Corollario 3.3. X sia un semireticoloe a1,...,a, € X. Allora
P(ay)N---NPlap) =Plar A+ Aap)

Osservazione 3.4. X sia un semireticolo ed a,b € X. Allora

a<b < ab=oa

Dimostrazione. Ognuno dei seguenti enunciati implica quello suc-
cessivo.

a<b

P(a) C P(b)




a=ab

Proposizione 3.5. (X, ) sia un semigruppo commutativo in cui ogni
elemento é idempotente. Se per a,b € X poniamo allora a < b : <
ab = a, otteniamo un ordine parziale su X. (X, <) é un semireticolo
incuta ANb= ab.

Useremo percio la notazione abbreviata ab := a A b anche in un
semireticolo.

Dimostrazione.

(1) La riflessivita segue da aa = a.

(2) a < b < a significa ab = a e ba = b e dalla commutativita segue
a=b.

8) Siaa<b<c Alloraab=aebc=>b,percuiac=abc=ab=ae
quindi a < c.
Cio mostra che < e un ordine parziale su X.

(4) Per definizione ab € P(a) N P(b). Sia invece x € X conz €
P(a) N P(b), cioé ax = bx = z. Allora abr = ax = = e quindi
z < ab.

Proposizione 3.6. X sia un semireticolo. Allora il quasiordine
costruito secondo la proposizione 3.5 rispetto al semigruppo (X, A)
coincide con < .



Dimostrazione. Segue dalla proposizione 3.5 e dall’osservazione
1.8.

Osservazione 3.7. X sia un semireticolo. Allora
a<bec<d = ac<bd
In particolare a <b — ac < be.

Dimostrazione. Abbiamo ab = a e ¢d = ¢, e quindi acbd = abed =
ac per cui ac < bd.

Lemma 3.8. X sia un semireticolo. C e D siano catene non vuote.

Allora CD := {cd | ¢ € C,d € D} é una catena non vuota e, se
max(C') e max(D) esistono,

max(CD) = max(C) max(D).
In particolare
max(aC) = amax(C) per ogni a € X.

Dimostrazione.

(1) Siano u,v € CD conu = cldl,v = ¢9dy con Cc1,Co € Ce dl,dg € D.
Allora, ad esempio, ¢; < ¢cg ed; < do, per cui c1dy < cody. Cio
mostra che CD & una catena, naturalmente non vuota.

(2) Siano m := max(C)en := max(D). Per ognic € Ced € D
abbiamo allora ¢ < m e d < n e quindi cd < mn.

Nota 3.9. Un semigruppo che possiede un (necessariamente unico)
elemento zero ¢ (cioe tale che gz = ¢ per ogni z € X) si chiama un
semigruppo con zero.

In un semireticolo (X, <) un elemento g & un elemento zero se e
solo se ¢ € ’elemento piu piccolo di X.

Definizione 3.10. X e Y siano insiemi parzialmente ordinati e
f: X — Y un’applicazione. f si chiama:

(1) un omomorfismo di insiemi parzialmente ordinati, se a < b in
X implica f(a) < f(b) in Y, gli omomorfismi di insiemi parzial-
mente ordinati sono quindi esattamente le applicazioni mono-
tone;

(2) un omomorfismo di semigruppi (o di semireticoli), se X e Y sono
semireticoli e f(ab) = f(a)f(b) per ognia,b € X;



(8) un omomorfismo di semigruppi con zero, se X eY sono semireti-
coli con elementi piu piccoli g ed r ed f € un omomorfismo di
semigruppi tale che f(q) = r.

Osservazione 3.11. X e Y siano semireticolied f : X — Y un
omomorfismo di semigruppi. Allora f é monotona.

Dimostrazione. Siano a,b € X tali che a < b. Allora ab = a, quindi,
essendo f un omomorfismo di semireticoli, f(a)f(b) = f(ab) = f(a)

per cui f(a) < f(b).

Nota 3.12. Siano X =Y ={1,2,3,4} e Z = {0, 1,2, 3,4} con gli ordini
parziali indicati nelle figure. f : X — Y sia l'identitaeg: Y — Z
I'inclusione. E’ evidente che X,Y e Z sono semireticoli con zero (sono
effettivamente reticoli completi). Allora f € monotona, ma non € un
omomorfismo di semigruppi, e g € un omomorfismo di semigruppi,
ma non ¢ un omomorfismo di semigruppi con zero.

Lemma 3.13. X e Y siano semireticoli ed f : X — Y un’appli-
cazione monotona. Allora f(ab) < f(a)f(b) per ogni a,b € X.

Dimostrazione. Sia z := ab. La monotonia di f implica f(z) <
f(a) e f(x) < f(b).
Dall’osservazione 3.7 segue f(z) < f(a)f(b).

Proposizione 3.14. X e Y siano semireticolie f : X — Y un’appli-
cazione biettiva e g la sua inversa. Allora sono equivalenti:



(1) f é un isomorfismo di insiemi parzialmente ordinati, cioé sia f
che g sono monotone.

(2) f é un omomorfismo di semigruppi.

(3) f é un isomorfismo di semigruppi, cioé sia [ che g sono omomor-
fismi di semigruppi.

(2) : SianoabeXeu—f() f(b).
= b. Applicando il lemma 3.13 prima a g ab-
(v) = ab. Applicando la f si ha f(a)f(b) =
), e sempre per il lemma 3.13 si ha f(ab) <

Dimostrazione. (1) =
Allora g(u) = a,g(v)
biamo g(uv) < g(u)g
Fa(f(@) () < f(ab
f(a)f(b).

(2) = (3) : Con le stesse notazioni abbiamo: g(uv) = g(f(a)f(b)) =
9(f(ab)) = ab = g(u)g(v).

(3) = (1) : Chiaro.

Osservazione 3.15. X sia un semigruppo con zero, Y un semigruppo
e f: X — Y un omomorfismo suriettivo di semigruppi. Allora anche
Y e un semigruppo con zero e [ é un omomorfismo di semigruppi con
zero.

Dimostrazione. ¢ sia ’elemento zero di X. Dobbiamo dimostrare
che f(¢q) el'elementozerodi Y. Siay € Y. Allora esiste z € X tale che

y = f(z), quindi f(q)y = f(q)f(z) = f(qz) = f(q).

Proposizione 3.16. X e Y siano semigruppie f : X — Y un omo-
morfismo suriettivo. Allora X/f é in modo naturale un semigruppo
con la composizione ben definita

[a][b] := [ad]

dove [a] = {z € X | f(z) = f(a)} denota la classe di equivalenza di
a € X, e finduce un isomorfismo naturale

9f(a):X/f—>Y

Dimostrazione. Corso di Algebra.

Osservazione 3.17. X sia un semireticolo e x un elemento fissato di
X. Allora

P(z) ={a € X |ax =a}
S(z)={ae€ X |axr =1z}



Inoltre

X\ P(z)={a€X|az <a}
X\S(z)={ae X |ax <z}

Proposizione 3.18. X sia un semireticolo e x un elemento fissato
di X. Per ogni a € X abbiamo ax € P(z). Possiamo percio definire
un’applicazione

7y = Qazx: X — P(x)

Ty € un omomorfismo suriettivo di semigruppi e induce quindi un
isomorfismo naturale X/m,; = P(x).

Inoltre 7, coincide con l'identita su P(x), infatti
{a € X | nz(a) = a} = P(x)

Dimostrazione. L'ultima affermazione segue dall’osservazione 3.17
e implica la suriettivitad. Rimane da dimostrare che 7, € un omomorfi-
smo. Siano a,b € X. Allora, sfruttando la commutativita e I'idem-
potenza della moltiplicazione in un semireticolo, abbiamo 7, (ab) =
abx = axbxr = wy(a)m,(b).

Lemma 3.19. X sia un semireticolo e a,z € X. Allora sono equi-
valenti:

(1) Gli elementi a,x e ax sono tutti e tre distinti.
(2) a ¢ L(x).
3) ar <aeazx <z

Ricordiamo che L(x) e l'insieme degli elementi confrontabili con .
Dimostrazione. (1) = (2) : a,z e az siano tutti e tre distinti.

Allora ax # a implica a ¢ P(z) e ax # z implica a ¢ S(z). Da cio
segue a ¢ L(z).

(2) = (3):Siaa ¢ L(z),alloraa € X\P(z), cioe ar < a, ea € X\ S(x),
cioe azx < x.

3) = (1): Siaazr < aeazr < z. Se a,z e ax non sono tutti e tre
distinti, necessariamente a = z. Ma allora az = a? = a.



Definizione 3.20. X sia un semireticolo. C(a,b) := [a, ab] U [ab, b] si
chiama il cammino tra a e b.

Osservazione 3.21. X sia un semireticoloe a,b € X. Mentre [a,b] # ()
se e solo se a < b, si ha sempre a,b,ab € C(a,b).

Dimostrazione. Infatti a, ab € [a, ab] e b € [ab, b].

Osservazione 3.22. X sia un semireticoloe a,b € X con a < b.
Allora C(a,b) = [a,b].

Osservazione 3.23. X sia un semireticolo e a,b € X. Allora

C(a,b) = (P(a) U P(b)) N S(ab).

In particolare si ha sempre



C(a,b) C P(a)U P(b)
C(a,b) C S(ad)
Osservazione 3.24. X sia un semireticolo e a,b € X.

Allora C(a,b) N P(ab) = {ab}.

Dimostrazione. Chiaramente ab € C(a,b) N P(ab) (cfr. oss. 3.21).
Viceversa C(a,b) N P(ab) C S(ab) N P(ab) = {ab}.

Definizione 3.25. Un sottoinsieme A di un semireticolo X si dice
fortemente convesso, se vale la condizione

z,y € A = C(z,y) CA
Lemma 3.26. X sia un semireticolo. Per un sottoinsieme A C X sono

allora equivalenti:

(1) A é fortemente convesso.
(2) A é un sottosemigruppo convesso di X.

Dimostrazione. (1) = (2): Siano a,b € A. Se non vale a < b,
allora [a,b] = ) C A. Se invece a < b, allora [a,b] = C(a,b) C A per
ipotesi. Quindi A & convesso.

Inoltre ab € C(a,b) C A.

(2) = (1): Siano a,b € A. Essendo A un sottosemigruppo,
abbiamo ab € A. Per ipotesi C(a, b) = [a,ab] U [ab,b] C A.

Proposizione 3.27. X sia un semireticolo e a,b € X. Allora C(a,b) e
fortemente convesso.

Dimostrazione. Usiamo il lemma 3.26.

Dimostriamo che C(a, b) & un sottosemigruppo di X.
Per ogni z € X, si ha

z(P(a) U P(b)) C P(a)U P(b),

quindi P(a) U P(b) & un sottosemigruppo (infatti & un ideale, cfr. oss.
3.33).

Dall’osservazione 3.7 segue che anche S(ab) & un sottosemigruppo,
e siccome l'intersezione di due sottosemigruppi di un semigruppo &
ancora un sottosemigruppo, 'osservazione 3.23 implica che C(a,b) &
un sottosemigruppo.



Dimostriamo che C(a, b) € convesso.

Siaz < z <yconz,y € C(a,b). Allora ab < z e, ad esempio, y < a.
Cio implica ab < z < a, per cui z € C(a,b).

Osservazione 3.28. C sia una catena di X. Allora sono equivalenti:
(1) C é convessa.
(2) C é fortemente convessa.

Definizione 3.29. X sia un semireticolo e f : X — X un’appli-
cazione.

f si chiama una traslazione, se
f(ab) = af(b)
per ognia,b € X.

Lemma 3.30. X sia un semireticolo. Per un’applicazione
f: X — X sono allora equivalenti:

(1) féuna traslazione.
(2) f éun omomorfismo idempotente di semigruppi tale che

P(Imm f) C Imm f.

Dimostrazione. (1) = (2): f sia una traslazione.

Dimostriamo prima I'idempotenza. Per ogni a € X si ha



f(a) = f(a®) = af(a).

Quindi f(f(a)) = f(af(a)) = f(a)f(a) = f(a).
Dimostriamo che f & un omomorfismo di semigruppi.
Siano a,b € X. Allora

f(ab) = f(f(ab)) = f(af (b)) = f(a)f(b).
Sia infine a < f(b) con b € X. Allora
a=af(b) = f(ab) € Imm f.

(2) = (1): Per a,b € X abbiamo af(b) < f(b). Per ipotesi
af(b) € Imm f, e 'idempotenza di f implica

af(b) = f(af(b)) = f(a)f*(b) = f(a)f(b) = f(ab)
quindi f e una traslazione.
Definizione 3.31. X sia un semigruppo commutativo. Un ideale di
X e un sottoinsieme non vuoto di X tale che X1 C I.

In particolare allora I1 C I, quindi ogni ideale & un sottosemigrup-
po.
Osservazione 3.32. X sia un semireticolo ed I un sottoinsieme non
vuoto di X. Allora sono equivalenti:
(1) Teéeunidealedi X.
(2) P(a) C I perognia € 1.

Cio implica in particolare che ogni ideale in un semireticolo X con

zero contiene ’elemento piu piccolo di X.

Dimostrazione. (1) = (2): Sianoa € I ed z < a. Allora
z=za€ XICI.

(2) = (1): Sianoa € I ed z € X. Allora za € P(a) C 1.

Osservazione 3.33. X sia un semigruppo commutativo, A un sot-
tosemigruppo di X ed I un ideale di X. Allora AU I é un sottosemi-
gruppo di X.

Dimostrazione. Infatti (AUT)(AUI) Cc AAUI C AUI.

Osservazione 3.34. X sia un semigruppo commutativo ed o« un

insieme di ideali di X. Allora |J I é un ideale di X.
Ica



Dimostrazione. Infatti X (J I c U XIc U [.
Ica Ica Ica

Osservazione 3.35. X sia un semireticolo, A un sottosemigruppo e
B un sottoinsieme di X.

Allora S(A) N P(B) é fortemente convesso.

Dimostrazione. Per i lemmi 1.15 e 3.26 & sufficiente dimostrare che
S(A) N P(B) & un sottosemigruppo di X.

Siano z, y € S(A) N P(B). E’ chiaro che allora anche zy € P(B).
Inoltre esistono ai,as € A tali che a1 < z e ag < y. Cio implica
aias < xy. Per ipotesi ajas € A, quindi zy € S(A).

Lemma 3.36. X ed Y siano semireticoli ed f : X — Y un’appli-
cazione monotona tale che per u,v € X con u < v si abbia sempre
[f(w), f(v)] C f([u,v]). A sia un sottoinsieme fortemente convesso di
X. Allora f(A) é un sottoinsieme fortemente convessodi Y.

Dimostrazione. Siano a,b € A. Dobbiamo dimostrare che C(f(a), f(b)) C f(A).
Per il lemma 3.13 abbiamo f(ab) < f(a)f(b) e quindi C(f(a), f(b)) =
[£(a)f(b), f(a)]U[f(a)f(b), f(b)] C [f(ab), f(a)]U [f(ab), f (b)].

Siccome ab < a, 'ipotesi del lemma implica [f(ab), f(a)] C f([ad, a]).
A e fortemente convesso, percio [ab,a] C A, per cui f([ab,a]) C ( ).

Nello stesso modo si dimostra che [f(ab), f(b)] C f(A).




4. ALBERI CON INTERSEZIONE

Situazione 4.1. X sia un insieme parzialmente ordinatoea,b,c,--- € X.

Definizione 4.2. X si chiama un albero con intersezione se € un
albero e allo stesso tempo un semireticolo.

In inglese il termine piu usato e tree semilattice.

Nota 4.3. Diamo un esempio di un albero che non & un albero con
intersezione.

Sia X := [0,1) U {u,v}, dove u e v sono due elementi distinti tra
loro che non appartengono all’intervallo reale [0,1). In [0,1) usiamo
lordine < numerico comune; inoltre poniamo ¢ < u e ¢ < v per ogni
t € [0,1). Allora (X,<) e un albero, ma P(u) N P(v) = [0,1) non
possiede un elemento massimo.

Lemma 4.4. X sia un albero con intersezione. Allora almeno due
degli elementi dell’insieme {ab, ac, bc} sono uguali e predecessori del
terzo. Dopo una permutazione di a,b,c si ha quindi sempre la si-
tuazione: ab = be < ac.

In particolare vediamo che {ab, ac,bc} e sempre una catena.

Dimostrazione. ab e bc appartengono alla catena P(b) e quindi ad
esempio, ab < bc, per cui abc = ab.

ac e bc appartengono alla catena P(c) e quindi bc < ac oppure ac < be.



(1) Sia bc < ac. Allora abc = be, per cui ab = ba < ac.
(2) Sia ac < be. Allora abe = ac, per cui ac = ab < be.

Lemma 4.5. Se X ¢ un albero con intersezione, allora
ab < ac = bc=ab

Dimostrazione. Segue direttamente dal lemma 4.4




Osservazione 4.6. X sia un albero con intersezione. Allora
max(ac, bc) = max C(a,b)c

Dimostrazione. {ac, bc} e C(a, b)c sono sottoinsiemi di P(c) e quindi
catene. Siccome a,b € C(a,b), e sufficiente dimostrare che per ogni
x € C(a,b) siha zc < ac oppure zc < be.

Ma per x € C(a,b) si ha ad esempio z < q, allora zc < ac.

Proposizione 4.7. X sia un semireticolo con zero. Allora sono
equivalenti:

(1) X e un albero (e quindi un albero con intersezione).

(2) Per ogni a,b,c € X si ha sempre

abe € {ab,bc} N{ac,be} N{ab,ac}.
Dimostrazione. X sia un albero. Per il lemma 4.4 possiamo as-

sumere che ab = bc < ac. Allora abc = ab = be, e cio implica la
condizione (2).

Assumiamo che la (2) sia soddisfatta. Siano a € X e z,y € P(a).
Per ipotesi si ha, ad esempio, axy = ax. Allora zy = ary = ax = z,
per cui z < y.

Lemma 4.8. X sia un albero con intersezione.

Allora x <aex ¢ C(a,b) = z < ab.

Dimostrazione. ab e x appartengono alla catena P(a). Percioab < =z

oppure z < ab. Ma ab < z implica = € [ab,a] C C(a,b), una contrad-
dizione.




Osservazione 4.9. X sia un albero con intersezione. Allora
P(a) U P(b) C P(ab) U S(ab)

Dimostrazione. Sia = € P(a). Allora z e ab appartengono entrambi
alla catena P(a), percio ab < z oppure z < ab.

Osservazione 4.10. X sia un albero con intersezione. Allora
P(a) U P(b) = C(a,b) U P(ab)

Dimostrazione. Sia ad esempio z € P(a). Per 'osservazione 4.9 cio
implica z € P(ab) oppure z € S(ab).

Nel secondo caso abbiamo = € [ab,a] C C(a,b).

Viceversa, P(ab) C P(a) U P(b) (cfr. 0ss.1.8), mentre dall’osser-
vazione 3.21 sappiamo anche che C(a,b) C P(a) U P(b).

Proposizione 4.11. X sia un albero con intersezione. Linsieme
{az,ay,az,xyz} é sempre una catena con al massimo tre elementi.
Se gli elementi azx,ay,az non coincidono, allora ryz é uguale al pii
piccolo di essi; altrimenti ax = ay = az < xyz.

Dimostrazione. L'insieme {az,ay,az} & una catena, perche & un
sottoinsieme della catena P(a).

(1) Assumiamo prima che i tre elementi non siano tutti uguali.
Allora abbiamo, a meno di una permutazione di z. y, z, ad esempio
ar < ay < az oppure ar < ay < az.



Nel primo caso, per il lemma 4.5, si ha yz = ay e quindi
TYz = axy = aaray = ax, percio ryz = min(azx,ay, az).

Nel secondo caso, per il lemma 4.4, abbiamo zy = az e quindi
IrYz = arz = araz = axr,

percio anche in questo caso xyz = min(az, ay, az).

(2) Sia ax = ay = az. Allora ax = azayaz = aryz < zyz.

ax=ay=az

2

Lemma 4.12. X sia un albero con intersezione. Se z < abe x < be,
allora = < ac.

Dimostrazione. Usiamo i lemmi 4.4 e 4.5. Linsieme {ab, ac,bc} &
una catena, quindi ab < ac oppure ac < ab. Se ab < ac, allora z < ac.
Se invece ac < ab, allora ac = bc > z.




Corollario 4.13. X sia un albero con intersezione. Allora ogni
unione di catene massimali di X é un ideale di X.

Dimostrazione. Per il lemma 2.2 e I'osservazione 3.32 ogni catena
massimale di X e un ideale.

L'enunciato segue dall’osservazione 3.34.

Lemma 4.14. X sia un albero con intersezione. Siano a € S™*(x)
ebe X con ab=zxesiau > a. Allora ub= z.

Dimostrazione. u > a implica ub > ab = z. Sia ub > x.

Siccome au = a > z, dal lemma 4.12 segue ab > z, una contrad-
dizione.




Lemma 4.15. X sia un albero ed A un sottoinsieme convesso di X.
Se esiste sup A, allora P(sup A) N S(A) = AUsup A.

Dimostrazione. Poniamo v := sup A. Allora v > A e quindi A C
P(u), e siccome A C S(A), abbiamo A C P(u) N S(A).

Sia z € P(u) N S(A). Cio implica che esiste un a € A tale che
a<z<u.Sex > A, alloraz = u per la definizione di sup.

Altrimenti esiste un b € A taleche b ¢ P(z). Ma z e b appartengono
entrambi alla catena P(u), percio z < b, per cui z € [a,b] C A (perche
A é convesso), e quindi z € A.

Corollario 4.16. X sia un albero e A un sottoinsieme convesso di X.
Se esiste sup A, allora AU sup A é convesso.

Dimostrazione. Cio segue dai lemmi 4.15 e 1.15.

Lemma 4.17. X sia un albero con intersezione ed A un sottoinsieme
fortemente convesso di X. Se esiste inf A, allora S(inf A) N P(A) =
A Uinf A.

Dimostrazione. Poniamo u := inf A. Allora u < A, percio A C S(u),
e siccome A C P(A), abbiamo A C S(u) N P(A).

Sia z € S(u) N P(A). Cio implica che esiste un a € A tale che
u<z<a.Sex < A,alloraz = u per la definizione di inf.

Altrimenti esiste un b € A tale che = ¢ P(b). La forte convessita
di A implica che ab € A, quindi z ed ab appartengono entrambi alla
catena P(a), percio z < ab oppure ab < z. Il primo caso implicherebbe
la contraddizione z < b, cosiccheé necessariamente ab < z. Ma allora
x € [a,b] C A per la convessita di A.

Corollario 4.18. X sia un albero con intersezione ed A un sottoin-
sieme fortemente convesso di X. Se esiste inf A, allora A U inf A &
fortemente convesso.

Dimostrazione. Cio segue dal lemma 4.17 e dall’osservazione 3.35.




5. ALGEBRA MEDIANA

Bibliografia. Bandelt/Hedlikova, Sholander, Isbell, van de Vel,
Verheul.

Situazione 5.1. X sia un albero con intersezione e con origine gq.
Quando non indicato diversamente, a,b,c,...,z,y, - - € X.

Definizione 5.2. L'elemento
a+ b+ ¢ := max(ab, ac, bc)

univocamente determinato per il lemma 4.4, si chiama il mediano di
a,b, c.

Nella letteratura questo elemento viene spesso denotato con m(a, b, c);
in questo modo & definita allora un’applicazione

m: X xXxX—X

La coppia (X, m) si chiama I’ algebra mediana di X.

bc=a+b+c

Osservazione 5.3. Sia © < ab. Allora

a+b+x=ab



In particolare
a+b+qg=a+b+ab=ab

Dimostrazione. Per I'osservazione 3.7 si ha azx < ab e bz < ab.

Percio max(ab, az, bxr) = ab.

Osservazione 5.4. Sono equivalenti:
(1) ax = bz

(2) ax,bx < ab

(3) a+b+z=ab

Dimostrazione. L'equivalenza tra (1) e (2) segue dal lemma 4.4, I'e-
quivalenza tra (2) e (3) € una conseguenza immediata della definizione
5.2.

Osservazione 5.5. S(a + b+ ¢) = S(ab) N S(ac) N S(bc)

Dimostrazione. Sia ad esempio ab = be < ac.

Allora S(ac) C S(ab) = S(bc) e quindi S(a + b+ ¢) = S(ac) =
S(ab) N S(ac) N S(be).

Osservazione 5.6. a + b + c é una funzione simmetrica di a,b, ¢, non
cambia cioé se effettuiamo una permutazione degli argomenti.



Proposizione 5.7. a + b + c e l'unico elemento dell’intersezione

C(a,b) NC(a,c) NC(b,c) ={a+b+c}

Dimostrazione. Sia =z := a + b + ¢. Per il lemma 4.4 possiamo
assumere che ab = bc < ac = =.

(1) Allora ab < z < a e quindi z € C(a,b),bc < z < ¢ e quindi
x € C(b,c), infine x = ac € C(a,c).
(2) Siay € C(a,b) NC(b,c) NC(a,c). Allora in particolare y € C(a,c),

per cui z = ac < y. Lipotesi y € C(a,b) NC(b,c) NC(a,c) implica
che si verifica almeno una delle quattro situazioni:

y<aey<b
y<aey<c
y<bey<a
y<bey<c

Cio significa pero che y < z per un elemento di {ab, ac, ba, bc} e
quindi y < z. Siccome z < y, cio implica z = y.

Definizione 5.8. Diciamo che z si trovatraa e b, se z € C(a,b).



o

La proposizione seguente da un criterio algebrico perche cio accada.
Proposizione 5.9. z € C(a,b) <= a+b+z==x

Dimostrazione. Sia = € C(a, b), ad esempio ab < z < a. Allora
ar = z,ab < x = ax,bx = bax < ab, quindi z = maz(ab, bz, ax).

Sia viceversaa+ b+ z = z. Allora {z} = C(a,b) NC(a,z) NC(b,x), e
quindi z € C(a,b).

Osservazione 5.10. z € C(a,y) ey € C(a,z) = x =1y

Dimostrazione. Le ipotesi implicanox = a+y + z = y.

Corollario 5.11. C(a,z) =C(a,y) = =z =1y

Osservazione 5.12. Sono equivalenti:
(1) u € P(a) U P(b).
(2) Linsieme {ab,u} é una catena e a + b+ u = max(ab, u).

Dimostrazione. (1) = (2): Sia ad esempio u € P(a). Allora
{ab,u} € un sottoinsieme della catena P(a) e quindi € una catena.

Inoltre se u € P(a), si ha a+b+u = max(ab, au, bu) = max(ab, u, bu) =
max(ab, u); se invece u € P(b) si ha ugualmente a+b+u = max(ab, au, bu) =
max(ab, au,u) = max(ab,u).

(2) = (1): Se {ab,u} e una catena, abbiamo ab < u oppure u < ab.

Nel primo caso abbiamo a + b+ u = u. Dalla proposizione 5.9 segue
u € C(a,b) C P(a)UP(b) per ! osservazione 3.23. Se invece u € P(ab),
allora u € P(a) N P(b), e quindi anche u € P(a) U P(b).



Definizione 5.13. Poniamo

a+b:=Qa+b+zr: X — X
x

a + b & quindi un elemento di XX, non un elemento di X.
Corollario 5.14. C(a,b) = Fiz(a +b) = Imm(a + b).
Si ha inoltre

a+ b+ x = max(ab,C(a,b)x)

Per queste ragioni a + b+ x puo essere concepito come la proiezione di
z su C(a,b).

Dimostrazione. La prima uguaglianza segue dalla proposizione 5.9.

Inoltre si ha sempre Fix ¢ C Imm ¢, e dalla proposizione 5.7 segue
che (a + b)z € C(a,b) perogniz € X.

Lultima affermazione segue dall’osservazione 4.6, tenendo conto
della definizione 5.2 e dell’osservazione 1.10.

a+b+x

Corollario 5.15. L'applicazione a + b é idempotente, quindi

a+b+(a+b+z)=a+b+z



Osservazione 5.16. a + a é Uapplicazione costante () a, cioé
x

at+a+zx=a

Dimostrazione. Cio segue da a + a + =z = max(a, az,az) = a.

a=a+a+x

ax

Definizione 5.17. Per A, B,C C X sia
A+B+C:={a+b+c|la€Abe B,ceC}

Osservazione 5.18. A sia un sottoinsieme di X. Allora
ACA+A+X (%)

Sono equivalenti:

(1) A e fortemente convesso.
2) A+A+X CA
3) A+A+X=A

Dimostrazione. Il corollario 5.14 implica la (*).

(1) = (2): A sia fortemente convesso, a,b € A ed z € X. Allora,
per la proposizione 5.7, a + b+ z € C(a,b) C A.

(2) = (3): Segue dalla relazione (¥).

3) = (1): SiaA+ A+ X = A. Siano a,b € A ed z € C(a,b).
Allora, per la proposizione 5.9,z =a+b+x€ A+ A+ X C A.




Lemma 5.19. a + b é un endomorfismo di (X, ), abbiamo cioé
(a+b)uv = (a +d)u- (a + b)v

oppure, equivalentemente,
a+b+uw=(a+b+u)(a+b+v)

Dimostrazione. Utilizzando 'osservazione 1.10 e il lemma 3.8 ab-
biamo

(@ +b+u)(a+ b+ u) = max(ab, au, bu) max(ab, av, bv)
= max(ab, abv, abv, abu, auv, abuv, abu, abuv, buv)
= max(ab, auv, buv)
= (a+ b+ uv)

Definizione 5.20. Un’applicazione ¢ : X — X si chiama un endomorfi-
smo ternario, se

pla+b+c) =pa+ b+ pc
per ogni a,b,c € X.

Un endomorfismo ternario idempotente la cui immagine & forte-
mente convessa si chiama una retrazione.

Proposizione 5.21. Per un’applicazione ¢ : X — X sono equi-
valenti:

(1) ¢ é una retrazione;

2) pla+b+x) = pa+ @b+ x per ogni a, b,z € X;

(3) wo(a+b)=pa+ ¢bperogniabec X.

Dimostrazione. (1) = (2): ¢ sia unaretrazione. Sianoa,be z € X.
Siccome 'immagine di ¢ e fortemente convessa, pa + pb + x appar-
tiene allimmagine (cfr. oss. 5.18), su cui ¢, essendo idempotente,
opera come l'identita. Percio

wa + b+ = p(pa + @b+ x)
= p*a + o*b+ oz
= pa+ b+
=¢(a+b+ z)



(2) = (1): Dimostriamo prima 'idempotenza:

¢’z = p(pz + Pz + 1)
:<px+<p2x+<px:<px

Dimostriamo che ¢ € un omomorfismo ternario:

wla+b+c)=¢*(a+b+c)
= @(pa + @b+ ¢)
= wa + ?b + @c
= @a + pb + pc

Dimostriamo che I'immagine di ¢ & fortemente convessa. Cio segue
direttamente dall’osservazione 5.18 e dalla stessa ipotesi:
wa+ b+ =pla+b+x)
(2) <= (3): Chiaro.
Proposizione 5.22. Ogni retrazione e un endomorfismo di (X, -).

Dimostrazione. Siano a,b € X. Allora

w(ab) = p(a+b+q) = pa+ pb+q = pa - @b

Lemma 5.23. ¢ : X — X sia un endomorfismo di (X,-). Allora ¢ é
un endomorfismo ternario.

Dimostrazione. Per ipotesi abbiamo

p(ab) = papb
p(ac) = paypc
@(bc) = pbyc

quindi

p{ab, ac,bec} = {papb, papc, pbpck



Per l'osservazione 3.11 ¢ & un’applicazione monotona e dall’osser-
vazione 1.11 segue che

w(a+ b+ ¢) = p max(ab, ac, be)
= max p{ab, ac, bc}
= max(papb, paypc, pbpc)
= pa + @b + ¢c

Corollario 5.24. a + b e un endomorfismo ternario, quindi
a+b+(z+y+z)=(a+b+z)+(a+b+y)+(a+b+2)
Dimostrazione. Dal lemma 5.19 sappiamo che a + b € un endomor-

fismo di (X,-), e dal lemma 5.23 segue che a + b € un endmorfismo
ternario.

Corollario 5.25. u(a + b+ ¢) = ua + ub + uc

Dimostrazione. Cio segue dal corollario 5.24 perche O uz = u + q.
Teorema 5.26. a + b é una retrazione, abbiamo cioeé
(@+b)o(u+v)=(a+bu+ (a+bv

oppure, equivalentemente,
a+b+(ut+v+z)=(@+b+u)+(a+b+v)+z

Dimostrazione. a + b &€ idempotente per il corollario 5.15.

Imm(a+0b) = C(a, b) e fortemente convessa per la proposizione 3.27.

Dal corollario 5.24 sappiamo che a + b € un endomorfismo ternario.
Corollario 5.27. (a+z+y)+(a+y+2)+(a+2+2) =a+z+(a+y+2)

Dimostrazione. Poniamo u := a + y + 2. Allora

(a+z+y)+(a+y+z)+t(at+z+z)=(a+z+y) +u+(a+z+z)
=a+tz+(y+u+2)
=a+z+y+(at+y+z)+2)
=a+z+(a+y+2)

usando prima il teorema 5.26 e poi il corollario 5.15.



Osservazione 5.28. Siano z € C(a,b),a € C(z,y) e b € C(y, ¢).
Allora x € C(a,c).

Dimostrazione. Abbiamo

at+ct+zrz=(a+z+y)+c+(a+z+0D)
=a+z+(y+c+b)
=a+b+z=2

utilizzando il teorema 5.26.

Osservazione 5.29. Sia z € C(a,b). Allora
Cla,y) NC(y,b) C C(z,y)
perogniy € X.

Dimostrazione. Sia z € C(a,y) NC(y,b). Allora

Z2=z+z+«x
=(a+y+z)+b+y+z)+z
=y+z+(a+b+z)=y+z+z

utilizzando ancora il teorema 5.26.



Osservazione 5.30. ¢ : X — X sia una retrazione. Allora
pr =z + pxr+ pu
per ogni z,u € X.

Dimostrazione. Infatti oz = p(z + z + u) = z + ¢z + u.

Lemma 5.31. ¢,1 : X — X siano due retrazioni tali che
Imm ¢ N Imm 1) # (.

Allora i = .
Piw precisamente per ogni a € Tmm ¢ N Imm ) si ha

pr = Pppxr = pr +1Pxr +a
perogniz € X.

Dimostrazione. Sia a = pu = v un elemento di Imm ¢ N Imm ).
Usando l'osservazione 5.30 e I'idempotenza di ¢ e ¢ abbiamo

oz = o(x + Yz + a)
= @z + 1Pz + pa
=pzr+Yzr+a

L’ enunciato segue per simmetria.



Proposizione 5.32. Le applicazioni a + u e a + v commutano, si ha
cioe

(a+u)o(a+v)=(a+v)o(a+u)

Dimostrazione. Poiche ¢ € Imm(a + ») N Imm(a + v), I'enunciato
segue dal lemma 5.31.

Corollario 5.33. Lespressione a + = + (a + y + z) é simmetrica in
T, Y, Z.

Dimostrazione. Cio segue sia dal corollario 5.24 che dalla propo-
sizione 5.32.

Proposizione 5.34. Sono equivalenti:
(D (a+b)x = (a+Db)y.
@) (z+y)a=(z+y)b.

Dimostrazione. Sia z :==a+ b+ =a+ b+ y. Allora

z € Imm(a + z) N Imm(b + y)
z € Imm(b+ z) N Imm(a + y)

Dal lemma 5.31 seguono
(a+z)o(b+y)=(b+y)o(a+z)
(b+z)o(at+y)=(a+y)o(b+z)
Usando anche il corollario 5.33 abbiamo
atz+y=(a+z)o(b+y)y=(b+y)o(at+z)y
=bt+y+(at+z+y)=a+y+(b+z+y)

=(a+y)o(b+x)y=(b+z)o(a+y)y
=b+xz+y

Corollario 5.35. Siano z € C(a,b) e y € C(a, ).
Allora y € C(a,b) e z € C(y, b).



Dimostrazione. Utilizzando il corollario 5.33 abbiamo

atbty=a+b+(a+z+y)
=a+y+(a+b+2x)

y+b+zr=(a+z+y +b+zx
=(a+b+z)+y+z
—rz+yt+r==x

Corollario 5.36. = € C(a,b) < C(a,z) C C(a,b)

Dimostrazione. Usiamo la proposizione 5.9 e il corollario 5.33. Sia
x € C(a,b). Dalla proposizione 3.27 segue C(a,z) C C(a,b).

Viceversa C(a,z) C C(a,b) implica z € C(a,b) perche z € C(a,z) (cfr.
oss. 3.21).

Proposizione 5.37. C(a,u) NC(u,b) =C(u,a + b+ u)

Dimostrazione. Sia z € C(a,u) NC(u,b). Alloraz +a+u =12+ u+
b= z, quindi

ut(a+b+u)+z=u+(a+z+u)+b=u+z+b==x



Cio implica che z € C(u,a + b+ u).

Viceversa abbiamo z € C(a,u) NC(u,b) e a +b+u € C(a,u) NC(u,b)
per la proposizione 5.7. Dalla proposizione 3.27 segue

C(u,a+b+u) C C(a,u) NC(u,b)
Corollario 5.38. u € C(a,b) < C(a,u) NC(u,b) = {u}

Dimostrazione. Cio segue direttamente dalle proposizioni 5.37 e
5.9.

Corollario 5.39. Sono equivalenti:
(1) C(a,u)NC(u,b) =C(a,u).
(2) a € C(u,b).

Dimostrazione. Per la proposizione 5.37 abbiamo

C(a,u) NC(u,b) =C(u,a+b+u)

Ma dall’osservazione 5.10 sappiamo che C(u,a + b+ u) = C(a,u) &
equivalenteaa+b+u=aequindiaa € C(u,b).

Osservazione 5.40.
(1) z € [au,a]lez ¢ C(a,b) = z € C(u,b)
2) ze€Cla,u) ez ¢ Cla,b) = z€C(u,b)

Dimostrazione.

(1) Lipotesiimplica z < a e siccome z ¢ C(a,b), dal lemma 4.8 segue
z < ab (e quindi anche z < b).
Abbiamo percio au < z < ab, e il lemma 4.5 implica ub = au. Da
cio segue pero ub < z < b, quindi = € [ub,b] C C(u,b).

(2) Sihaz € [au,a] U [au, u] per ipotesi.
Se z € [au, a], 'enunciato segue direttamente dalla (1).
Sia invece = € [au, u] e supponiamo, per assurdo, che = ¢ C(u,b).
Scambiando a con u nella (1) otteniamo = € C(a, b), una contrad-
dizione.



Corollario 5.41. C(a,b) C C(a,u) UC(u,b)

Lemma 5.42. A e B siano due sottoinsiemi fortemente convessi di X
tali che AN B # (). Allora AU B & fortemente convesso.

Dimostrazione. Scegliamo x € AN B. Siano a,b € AU B.

Se a,b € A oppure a,b € B, allora C(a,b) C A oppure C(a,b) C B.

Assumiamo chea € Aeb € B. AlloraC(a,z) C AeC(z,b) C B. Dal
corollario 5.41 sappiamo che C(a,b) C C(a,z) UC(z,b) C AU B.

Proposizione 5.43. Sono equivalenti:
(1) ueC(a,b)

2) C(a,u)UC(u,b) =C(a,b)
(3) C(a,u)UC(u,b) C C(a,b)
(4) C(a,u) NC(u,b) = {u}

Dimostrazione. Lequivalenza tra (1) e (4) segue dal corollario 5.38,
I’ equivalenza tra (1) e (3) dal corollario 5.36.

E’ chiaro inoltre che (2) implica (3).

Limplicazione (3) = (2), infine, segue dal corollario 5.41.




Proposizione 5.44. (C(a,u)UC(u,b))\C(a,b) = (C(a,u)NC(u,b))\ {a+
b+ u}

Dimostrazione. Sia prima z € (C(a,u) UC(u,b)) \ C(a,b). Dall’osser-
vazione 5.40 segue che z € C(a,u) NC(u,b).

Sia z = a + b+ u. Per la proposizione 5.7 cio significa
z € C(a,b) NC(a,u) NC(u,b), una contraddizione.

Sia viceversa z € C(a,u) NC(u,b). Ma z € C(a,u) NC(u,b) implica
z € C(a,u)UC(u,b), allora sicuramente = € C(a,u) UC(u,b). Se inoltre
x # a + b+ u, di nuovo la proposizione 5.7 implica = ¢ C(a,b).
Osservazione 5.45. Siano x € C(a,b) ed u € C(x,v).

Allora x € C(a,v) UC(u,b).

Dimostrazione. Assumiamo z ¢ C(a,v) e z ¢ C(u,b). Dal corollario
5.41 segue C(a,b) C C(a,v) UC(v,b), cio implica = € C(v, b).

Di nuovo per il corollario 5.41 abbiamo pero

C(v,b) C C(v,u) UC(u,b)

e quindi z € C(v, u).

Ma z € C(z,v), e dall’osservazione 5.10 vediamo che = = u e quindi
u ¢ C(u,b), una contraddizione.



Proposizione 5.46. a + = + (a + y + z) = max(az, ay, az, 1yz)

Dimostrazione. Utilizzando 'osservazione 1.10 e il proposizione
4.11 abbiamo

a+z+ (a+y+2z) =max(az,a(a +y+ 2z),z(a +y+ 2))

(
= max(ax,a + ay + az,ar + xy + x2)
= max(ax, ay, az, ayz, axy, ALz, TYZz)

(

= max(azx, ay, az, xyz)

Lemma 5.47. a + z + (a + y + 2) coincide con a + = + y oppure con
a+x+ 2.

Dimostrazione. Usando la proposizione 5.46, poniamo

u:=a+z+ (a+y+2) = max(ar,ay,az, ryz)
v:=a+z +y = max(az, ay, ry)

w:=a+z+ 2z =max(ar + az + 2)

Per la proposizione 4.7 abbiamo ad esempio zy = zyz. Da cio segue
u = max(az, ay,az,zy) e quindi v < w.

Sia v < u. Allora si ha u = az e ar < az, mentre dal lemma 4.5
segue che 2z = az. Quindi w = max(ax,az,r2) = az = u.



Definizione 5.48. Per un elemento fissato z € X definiamo un’opera-
zione binaria o, su X con

aozb:=a+b+zx
o, si chiama il prodotto relativo ad x in X.

Teorema 5.49. = € X sia un elemento fissato. Allora (X,o,) é un
albero con intersezione il cui elemento piit piccolo é z.

Dimostrazione. Scriviamo o per o,.

Dimostriamo prima che (X, o) € un semireticolo.

Dobbiamo allora dimostrare le seguenti identita per ognia,b,c € X:

ao(boc)=(aob)oc
aob=boa

aoca—=—a

Se scriviamo queste identita in termini dell’algebra mediana, esse
diventano:

a+ (b+c+z)+z=(@+b+z)+c+z
a+b+tz=bt+a+z
at+a+x=a

La prima e il corollario 5.33, la seconda l'osservazione 5.6, la terza
losservazione 5.16. (X, o) & quindi un semireticolo.

Siccome a oz = a + x + 2 = x per ogni a € X, vediamo che z &
I’elemento piu piccolo di (X, o).

Rimane da dimostrare che (X, o) & un albero.

Verifichiamo la condizione della proposizione 4.7.

Siano a,b,c € X. Peril lemma 547 aoboc=a+ (b+c+z)+=z
eugualead a+z+b =aoboppureaa + z +c¢c = aoc, questo &
esattamente quello che dovevamo dimostrare.

Corollario 5.50. Linsieme {a + = +y,a+x + z,a +y + z} possiede al
massimo due elementi.



Dimostrazione. Cio segue applicando il lemma 4.4 all’albero (X, o,).

Teorema 5.51. Il cammino da a a bin (X, o,) coincide con C(a,b).

Dimostrazione. Denotiamo, per questa dimostrazione, con C,(a,b)
il cammino da ¢ a b in (X, o).

Per u,v € X scriviamo u <, v seuo, v = u, cioeé se u +v + T = u.

(1) Sia u € Cy(a,b) e ad asempio a o, b <, u <, a. Allora

a+b+z=(a+b+z)+utz
u=ut+a+2x

Percio
a+b+u=a+b+(ut+a+z)=a+u+(b+a+zx)
=a+u+ ((a+b+2)+u+x)

=(a+b+z)+u+(a+u+x)
=(a+b+z)+ut+u=u

e quindi u € C(a, b).
(2) Sia ora u € C(a,b), cioeé a + b+ v = u. Allora

(a+b+z)+ut+z=(a+b+z)+(a+b+u)+z
=a+b+(z+u+tz)=a+b+z

e quindi a o, b <; u. (*)

Rimane da dimostrare che u = a + u + = oppure u = b+ u + z.
Dal corollario 5.50 sappiamo che I'insieme

{a+b+u,a+z+ub+z+u}={u,a+z+ub+z+u}
possiede al massimo due elementi.

Seu=a+z+uou=>b+x+ u, abbiamo la situazione desiderata.

Altrimenti ¢ + £ + u = b+ z + u. Dalla proposizione 5.34 segue
allora

a+b+z=a+b+u=u



equindia+u+z=a+(a+b+z)+z=a+b+z=u
Insieme con (¥) cio implica u € C;(a,b).

Teorema 5.52. Il mediano di a,b,cin (X, o,) coincide con a + b+ c.

Dimostrazione. Cio segue dalla proposizione 5.7 e dal teorema 5.51.

Corollario 5.53. ¢ : X — X sia un’applicazione. Allora sono equi-
valenti:

(1) ¢ é una retrazione.
(2) ¢ e una retrazione di (X, o,) per ogni = € X.
(3) Esiste un = € X tale che ¢ sia una retrazione di (X, o).

Dimostrazione. Cio segue dal teorema 5.52, tenendo conto della
caratterizzazione delle retrazioni nelle proposizione 5.21.

Osservazione 5.54. ¢ : X — X sia un’applicazione ed = € X tale
che ¢ sia una traslazione di (X, o0;). Allora x € Imm ¢.

Dimostrazione. Abbiamo

T=x+T+@or=x0, 0 = p(ro,x) € Imme

Osservazione 5.55. ¢ : X — X sia una traslazione. Allora ¢ e una
retrazione.

Dimostrazione. Per il lemma 3.30 abbiamo p(ab) = papb = apb per
ogni a,b € X. Usando l'osservazione 1.11 abbiamo

w(a + b+ ¢) = pmax(ab, ac, be)
— max(p(ab). plac), p(bc))
= max(papd, cpa, cpb)
= pa+ ¢b+c

Proposizione 5.56. Per un’applicazione ¢ : X — X sono equi-
valenti:

(1) ¢ é una retrazione.
(2) ¢ e una traslazione di (X,o,) per ogni x € Imm .
(3) Esiste x € X tale che ¢ é una traslazione di (X, o).



Dimostrazione. (1) = (2): Sia z € Imm ¢. Allora

plaogb)=pla+b+z)+a+ @b+ ypr=a+ @b+ =ao, b

(2) = (3): Chiaro, perché Imm¢y # (), essendo X # () per la
definizione 2.1.

(3) = (1): Cio segue dall’osservazione 5.55 e dal corollario 5.53.
Osservazione 5.57. x <a, y<b e z < cimplica z+y+2z < a+b+c

Dimostrazione. Dall’ipotesi seguono zy < ab, zz < ac eyz < bc.
Quindi z + y + z = max(zy, zz,yz) < max(ab,ac,bc) = a + b+ c.




6. RAMIFICAZIONE NELL’ ORIGINE

Situazione 6.1. X sia un albero con intersezione e con origine gq.
Quando non indicato diversamente, a,b,c¢,...,z,y,--- € X.

Si noti che per a € X si ha

aF#q <= a>q
Definizione 6.2. Un sottoinsieme A di X si chiama indiviso (in q),
se

q¢ ATA*

In altre parole, si chiede che per a,b € Acona > geb > ¢ si abbia
sempre ab > q.

Denotiamo con Ind X l'insieme dei sottoinsiemi indivisi di X e con
Rq := MaxInd X

l'insieme dei sottoinsiemi indivisi massimali. Gli elementi di R,

verranno chiamati rami di X.

Osservazione 6.3.

(1) a € Ind X perogniac X.
(2) Siano A € Ind X e B C A. Allora B € Ind X.

Osservazione 6.4. C sia una catena di X. Allora C € Ind X.

Dimostrazione. Siano z,y € C*, ad esempio z < y.
Allora zy =z > q.




Proposizione 6.5. L(a) € Ind X per ogni a # q.

Dimostrazione. Siano z,y € L(a).

Se z,y < a oppure z < a < y, allora [z, y] € una catena e 'enunciato
segue dall’osservazione 6.4.

Altrimenti z,y > a e quindi zy > a > q.

Lemma 6.6. Siano A,B,D C X con AUD €Ind X,DUB € Ind X.
D contenga un elemento # q.

Allora AUB € Ind X.

Dimostrazione. Sianoa € At ebe B™.

Per ipotesi esiste d € DT. Allora ad > q e db > q e dal lemma 4.12
segue che ab > q.

Corollario 6.7. Siano A,B € Ind X. AN B contenga un elemento
# q. Allora:

(1) AUB €Ind X.

(2) Se A€ Ry, allora B C A

Dimostrazione. Il primo enunciato segue direttamente dal lemma
6.6 ponendo D = AN B.

Il punto (2) € una immediata conseguenza.



Corollario 6.8. Siano A,B € Ind X. Ae B siano ideali con AN
B # q. Allora:

(1) AUB €1Ind X.
(2) Se A€ Ry, allora B C A

Corollario 6.9. Siano A c€Ind Xeda € AT.
Allora AU L(a) € Ind X.

Osservazione 6.10. Siano A € Ind X ed a € A.
Allora AU P(a) € Ind X.

Dimostrazione. Sia a € A, allora a # ¢. Inoltre P(a) C L(a), quindi
AUP(a) C AU L(a) € Ind X per il corollario 6.9.

Proposizione 6.11. Ogni ramo di X e un ideale.

Dimostrazione. Usiamo 'osservazione 3.32.

Dalla proposizione 6.5 segue che P(a) C L(a) € Ind X.
Dimostriamo che P(a) NI # q.

Sia x € P(a)NI. Essendo P(a) NI € Ind X si ha z # ¢ e quindi dal
corollario 6.7 segue che P(a) C I.

Proposizione 6.12. Sia A € Ind X. Allora esiste un ramo I di X
con A C I.

Dimostrazione. Siccome A € Ind X, applichiamo il lemma di Zorn
alla famiglia degli insiemi indivisi di X che contengono A. Questo
insieme € non vuoto perche contiene A.

C sia una catena di sottoinsiemi indivisi che contengono A.
Sial:= |J B
BeC
Dimostriamo che I € Ind X.
Siano a,b € I't. Allora esistono B, By € C talichea € By eb € Bs.
Ma C é una catena e abbiamo, ad esempio, B; C By, quindi a,b € Bo,
che per ipotesi € un insieme indiviso di X, quindi ab > gq.

Osservazione 6.13. I e J siano rami distinti di X.
Allora INJ =q=1J.



Dimostrazione. Sia I N J # q. Per il corollario 6.8 abbiamo 7 U J €
Ind X. Dalla massimalita di I e J segue I = J, in contraddizione all’
ipotesi.

Quindi INJ=¢q. Ma IJ C InJ, perche I e J sono ideali.

Proposizione 6.14. Sia I € Ind X. Allora sono equivalenti:
(1) I =qoppurel cR,.

(2) Perognia € I" si ha L(a) C 1.
(3) Perogniacledognibe X \1Isihaab=gq.

Dimostrazione. (1) = (2): Se I = ¢, non c’¢ niente da dimostrare.
Assumiamo che I € R,. Siaa € I'". Per il corollario 6.8 si ha
I'UL(a) € Ind X. Dalla massimalita di I segue che L(a) C I.

(2) = (3): Sianoa € I,b € X \ I ed ab > ¢, cioéd ab € I". Per
ipotesi allora L(ab) C I. Ma b € L(ab), una contraddizione.

(3) = (1): Assumiamo I # ¢. Sial C JconJ € Ind X. Sia
be J\I. Scegliamoa € I'". Alloraa,b € J € Ind X e quindi ab > g,
in contraddizione all’ipotesi.

Osservazione 6.15. [ sia un sottoinsieme di X con le seguenti pro-
prieta:

(1) ge I
(2) a€l,be X\ Iimplica ab = q.



Allora I é un ideale di X.

Dimostrazione. La prima ipotesi implica che I non & vuoto.

Sia a € I e b € X. Dobbiamo dimostrare che ab € I. Sia ab ¢ I.
Allora ab = aab = g € I, una contraddizione.

Osservazione 6.16. A sia un sottoinsieme di X ed AT sia fortemente
convesso. Allora A € Ind X.

Dimostrazione. Siano a,b € A*. Allora C(a,b) C A*, per cui ab # q.

Osservazione 6.17. [ sia un ramo di X.

Allora I é fortemente convesso.

Dimostrazione. Siano a,b € I*. Per l'osservazione 6.10 I U P(a) U
P(b) € Ind X, quindi anche I U C(a,b) € Ind X, perche C(a,b) C
P(a) U P(b); cfr. osservazione 6.3.

La massimalita di I implica C(a,b) C I. Siccome I & indiviso, si ha
ab > g e quindi g ¢ C(a,b).

Proposizione 6.18. Per I C X sono equivalenti:
(1) Teunramodi X.

(2) I & massimale nell'insieme dei sottoinsiemi A di X per i quali
AT & fortemente convesso.

Dimostrazione. Cio segue dalle osservazioni 6.16 e 6.17.

Definizione 6.19. Denotiamo con M, I'insieme delle catene massi-
mali di X. Siccome C' U g & una catena per ogni catena C, & chiaro
che g € M per ogni M € M,.

Osservazione 6.20. Se X # ¢, allora ogni catena massimale di X
contiene un punto diverso da q.

Definizione 6.21. Per catene massimali M e N definiamo
M~y N:<= MUN €lIndX

Dimostreremo adesso che ~, & una relazione di equivalenza su M,
(e quindi diremo anche che M e N sono equivalenti se M ~, N) e
denotiamo con [M], la classe di equivalenza di M.

Proposizione 6.22. ~, ¢ una relazione d’equivalenza su M,.



Dimostrazione. Siano L, M, N catene massimali.

(1) M ~4 M segue dall’'osservazione 6.4.
(2) E’ chiaro che ~, & una relazione simmetrica.

(3) Dimostriamo la transitivita: siano L ~;, M ed M ~4, N. Se X =g,
I’enunciato & banalmente vero. Altrimenti M contiene un elemento

7 q-

Per ipotesi LUM ed MUN appartengono a Ind X. Cio implica LUN €
Ind X per il lemma 6.6, per cui L ~, N.

Proposizione 6.23. M ed N siano catene massimali di X ed X # q.
Allora

M~y N <= MNN #¢q

Dimostrazione. Sia M ~, N. Per l'osservazione 6.20 esistonoa € M+ ebe N™.
Per ipotesi ab > q. Maabe M N N.

Sia M N N # ¢q. Dall’'osservazione 6.4 segue che M, N € Ind X, e
per il corollario 6.8 siha M UN € Ind X.

Corollario 6.24. M ed N siano catene massimali non equivalenti di
X. Allora

MNON=gq=MN

Dimostrazione. Dalla proposizione 6.23 segue M N N = ¢. Per il
corollario 4.13 M ed N sono ideali, per cui MN C M N N.

Proposizione 6.25. Siano M ed N catene massimali di X. Allora
sono equivalenti:

(1) M ~, N.
(2) (M UN)™ e fortemente convesso.

Dimostrazione. (1) = (2): Assumiamo chea € M+t ebe N™.

Usando il lemma 2.2 abbiamo C(a,b) C P(a) U P(b) C M UN. Per
ipotesi ab > ¢, per cui C(a,b) C (M U N)*. Nello stesso modo si
trattanoicasia,b € M7 rispettivamente a,b € N 7.

(2) = (1): Per l'osservazione 6.16 abbiamo M UN € Ind X.

Osservazione 6.26. Siano M ed N catene massimali equivalenti ed
I.Jramidi X con M C I,N C J. Allora I = J.



Dimostrazione. L'enunciato & banale per X = ¢. Altrimenti M N
N # ¢, anche quindi I N J # ¢. Lenunciato segue dall’osservazione
6.13.

Corollario 6.27. Ogni catena massimale di X é contenuta in esatta-
mente un ramo di X.

Dimostrazione. Dall’ osservazione 6.4 e dalla proposizione 6.12 segue
che ogni catena e contenuta in un ramo di X che, per una catena
massimale, & unico per 'osservazione 6.26.

Corollario 6.28. M ed N siano catene massimali entrambe con-
tenute in uno stesso ramo di X. Allora M ed N sono equivalenti.

Dimostrazione. Cio € una conseguenza immediata dell’osservazione
6.3.

Osservazione 6.29. Per ogni ramo I di X esiste una catena massi-
male M con M C I.

Dimostrazione. L'enunciato & banale per X = ¢. Sia X # q.

Allora esiste un elemento a € I™. Per il corollario 1.5 esiste una
catena massimale M cona € M. Allora I N M # ¢ e dal corollario 6.8
segue che M C 1.

Corollario 6.30. Ogni elemento di X é contenuto in un ramo di X:

X=\ I
IER,

Dimostrazione. L'enunciato segue dall’osservazione 6.29, perche
ogni elemento di X & contenuto in una catena massimale.

Osservazione 6.31. Sappiamo che i rami di X sono ideali e che per
rami distinti I e J si ha I NJ = q. Per il corollario 6.30 X é l'unione
dei suoi rami. Nella terminologia della teoria dei semigruppi X é
quindi la somma 0-diretta dei suoi rami.

Proposizione 6.32. Esiste una biiezione naturale
Mq/ ~— Ry

che manda ogni classe di equivalenza [M], nell’'unico ramo che con-
tiene M.



Dimostrazione. Segue dal corollario 6.27 e dalle osservazioni 6.26
e 6.29.

Definizione 6.33. Per una catena massimale M sia

RM):= | N
Ne[M],

Proposizione 6.34. M sia una catena massimale. Allora R(M) é un
ramo di X.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che R(M) & un insieme indivi-
so.

Siano a, b € R(M)*. Allora esistono due catene massimali L ed
N equivalenti ad M cona € L™ e b € NT. Per la transitivita della
relazione d’equivalenza si ha che L ed N sono equivalenti e quindi
ab > q.

Per dimostrare che R(M) € R, usiamo la proposizione 6.14.
Possiamo assumere X # gq.

Sianoa € R(M) e b€ X \ R(M). Dobbiamo dimostrare che ab = q.
Esistono catene massimali N ~;, M cona € Ne Kconb € K. K
ed N non sono equivalenti, perche altrimenti K sarebbe equivalente
anche ad M e quindi b € R(M). Dal corollario 6.24 segue ab = q.

Corollario 6.35. La biiezione M,/ ~;— R,
della proposizione 6.32 ¢ data da [M], — R(M).

Corollario 6.36. M ed N siano catene massimali. Allora
R(M)=R(N) < M ~, N

Definizione 6.37. Poniamo:
E(q) :={(a,b) € X x X | ab > ¢}

E’ chiaro che E(q) C X x X™.

Osservazione 6.38. F(q) ¢ una relazione d’equivalenza su X ™.

Dimostrazione. Siano a,b,c € X .

a’ = a > ¢, quindi (a,a) € E(q).
ab = ba, e vediamo che E(q) & simmetrica.



ab > q e bec > ¢q implica ac > ¢ per il lemma 4.12.

Osservazione 6.39. Per a,b € X sono equivalenti:
(1) (a,b) € E(q).

(2) ab>q.

(3) ae b sitrovano nello stesso ramo di X.

Dimostrazione. (1) <= (2): Per definizione.

(2) = (3): Per il corollario 6.30 sia a che b si trovano in qualche
ramo di X. Se questi rami fossero distinti, dall’osservazione 6.13 si
avrebbe che ab = gq.

(3) = (2): Ogni ramo & un insieme indiviso.

Definizione 6.40. Per o € X sia a, := {b € X | ab > ¢}.

E’ chiaro che a;, C X e che per a # ¢ l'insieme «q, & proprio la classe
di equivalenza di a rispetto ad E(q).

Invece ¢, = 0.
Osservazione 6.41. Sia a € X . Allora a;U g é un ramo di X.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che a, U ¢ € Ind X.

Siano u,v € (a,U¢q)* = a,. Cid implica au > g e av > g, allora dal
lemma 4.12 segue uv > q.



Rimane da dimostrare la massimalita.

Siaa;Uq C I € Ind X. Assumo che esista b € I con b ¢ a,, cioé con
ab =¢q. Ma a,b € I, una contraddizione.

Proposizione 6.42. Sia X # q. Allora esiste una biiezione naturale
X*/E(q) — Ry

data da
aqg—agUq

Dimostrazione. Questa applicazione & ben definita per le osser-
vazioni 6.41 e 6.39.

Se X # ¢, ogni ramo contiene un elemento # ¢ e vediamo che
Iapplicazione & anche suriettiva.




7. PUNTI DI RAMIFICAZIONE

Situazione 7.1. X sia un albero con intersezione e con origine gq.
Quando non indicato diversamente, a,b,c--- € X.

z sia un punto fissato di X.

Useremo spesso il fatto che S(z) &€ un albero con intersezione e con
origine z a cui applicheremo i risultati del capitolo precedente.

Per z = g naturalmente S(z) = X.

Definizione 7.2. M, sia l'insieme delle catene massimali di S(z).
Cio e in accordo con la definizione 6.19 in cui abbiamo definito M,,.

Per il corollario 1.5 M, # (.
Definizione 7.3. Denotiamo con R, l'insieme dei rami di S(z). Gli

elementi di R, cioe i rami di S(z), si chiamano anche rami di X in
Z.

Proposizione 7.4. Per I C S(x) sono equivalenti:

(1) Teunramodi X in z.

(2) I é massimale nell’insieme dei sottoinsiemi A di S(x) per i quali
St (x) é fortemente convesso.

Dimostrazione. Proposizione 6.18.




Definizione 7.5. Per catene massimali M, N € M, definiamo
M~y N <= MUN € IndS(z)

Per la proposizione 6.22 ~, € una relazione di equivalenza su M;;
denoteremo con [M], la classe di equivalenza di M.

Proposizione 7.6. M ed N siano catene massimali di S(x) ed S(z) #
z. Allora

M~; N <= MNN #x

Dimostrazione. Proposizione 6.23.

Proposizione 7.7. Siano M,N € M,. Allora sono equivalenti:
(1) M ~, N.

(2) (M UN)\ z é fortemente convesso.

Dimostrazione. Proposizione 6.25.

Proposizione 7.8. Esiste una biiezione naturale
Mg/ ~p— Ry

che manda ogni classe di equivalenza [M], nell’unico ramo in x che
contiene M.

Dimostrazione. Proposizione 6.32.

Definizione 7.9. Poniamo E(z) := {(a,b) € X x X | ab > z}
E’ chiaro che E(z) C ST(z) x ST (x).
Osservazione 7.10. F(z) ¢ una relazione di equivalenza su S™(x).

Dimostrazione. Osservazione 6.38.

Osservazione 7.11. Per a,b > x sono equivalenti:
(1) (a,b) € E(x).

2) ab> z.

(3) ae b sitrovano nello stesso ramo in x.



Dimostrazione. Osservazione 6.39.

Definizione 7.12. Per a € X sia a, := {b € X | ab > z}.

E’ chiaro che a, C S*(z) e che per a > z I'insieme a, & proprio la
classe di equivalenza di a rispetto ad E(zx).

Invece z, = 0.
Osservazione 7.13. Sia a > z. Allora a, Uz é un ramo di X.

Dimostrazione. Osservazione 6.41.

Proposizione 7.14. Sia S(z) # z. Allora esiste una biiezione natu-
rale

S*(x)/E(z) — Ra
data da az — a; U z.

Dimostrazione. Proposizione 6.42.

Definizione 7.15. z si dice un punto di ramificazione, se |R;| > 2,
cioé se X possiede almeno due rami distinti in z.

Altrimenti, cioe se |R,| = 1, = si chiama un punto semplice.

x si dice di ramificazione finita, se X possiede un numero finito di
rami in z.

Denotiamo con R(X) l'insieme dei punti di ramificazione di X.

Proposizione 7.16. Sia m > 2. Allora sono equivalenti:
(1) | Ry |>m.

(2) Esistono ay,...,a, € S*(z) tali che aja; = z ogni volta che i # j.

Dimostrazione. Proposizione 7.14 e osservazione 7.11.

Il caso S(z) = = & ovvio, perche allora S™(z) = ) e quindi la (2) non
puo essere soddisfatta.



Proposizione 7.17. Sono equivalenti:

(1) z é un punto semplice.

2) a,be ST (z) implica ab > 1.

Dimostrazione. Questa & una riformulazione della proposizione 7.16.

Proposizione 7.18. Sono equivalenti:
(D |Rz| <2.

2) a,b,c € St(z)implica a+b+c> .

(3) S*(z) é una sottoalgebra ternaria di X.



Dimostrazione. Il caso S(z) = z € banale. Supponiamo che S(z) # =z.

(1) = (2): Sia| R, |< 2.

Per la proposizione 7.14 e 'osservazione 7.11 ad esempio (a,b) € E(z),
cioé ab > z. Quindi a + b 4+ ¢ = max(ab, ac, bc) > x.

(2) = (1): Siano a,b,c € ST (z). Per ipotesi a + b + ¢ > z, quindi ad
esempio ab > x. Dall’osservazione 7.11 segue che a, b si trovano sullo
stesso ramo. Vediamo cosi che | R, |< 2.

(2) <= (3): Chiaro.

Osservazione 7.19. Sia a ¢ L(b). Allora ab é un punto di ramifi-
cazione.

Dimostrazione. Infatti allora a > ab e b > ab, quindi a,b € ST (ab).
L'enunciato segue dalla proposizione 7.16. Cfr. lemma 3.19.

Definizione 7.20. X si dice una ramificazione binaria o un albero
binario, se |R;| < 2 per ogni z € X. Un albero binario & quindi un
albero con intersezione che in ogni punto possiede al massimo due
rami.



Definizione 7.21. Una catena convessa che non contiene punti di
ramificazione si chiama una fase di X.

Una fase si dice massimale se non & contenuta in un’altra fase.

Osservazione 7.22. Ogni intervallo di X che non contiene punti di
ramificazione é una fase.

Dimostrazione. Un intervallo & convesso (cfr. def. 1.7) e, in un
albero, anche una catena.

Lemma 7.23. F e G siano fasi di X tali che F NG # (. Allora F UG
¢ una fase.

Dimostrazione. ' U G non contiene punti di ramificazione perche
F e G sono fasi di X.

Sianoz € FNG,a € Febe G. Alloraz € L(a) N L(b), quindi si
verifica una delle seguenti situazioni:

(1) a < b < zequindi [a,b] C F;
(2)b<a<zequindi [ba] C G;

(3) a <z < bequindi [a,b] = [a,z] U [z,b] C F UG, dove usiamo il
lemma 2.7;

(4) b < z < a e quindi, come si vede nello stesso modo, [b,a] C FUG,
(5) x < a <bequindi [a,b] C [z,b] C G;

(6) x <b<aequindi [b,a] C [z,a] C F}

(7)xz <a,bcona ¢ L(b).



L'ultimo caso pero non & possibile; infatti per I’ osservazione 7.19
ab sarebbe un punto di ramificazione e siccome ab € [z,a] C F, si
avrebbe una contraddizione all’ipotesi che F' non contiene punti di
ramificazione.

Ci0 mostra che F' U G & una catena convessa.

Proposizione 7.24.  sia una catena di fasi di X. Allora |J F e
Fep

una fase.

Dimostrazione. Sia D := |J F. Come nella dimostrazione della
Fep
proposizione 1.4 si vede che D & una catena.

Rimane da dimostrare che I'insieme D é convesso.

Sianoa , b € D con a < b. Allora esistono F', G C S talichea € F
e b € G. Essendo 8 una catena, si ha, ad esempio, F' C G. Allora
a,béeGequindifa,b] C G CD.

Proposizione 7.25. Ogni fase non vuota é contenuta in un’unica
fase massimale.

Dimostrazione. L'unicita segue dal lemma 7.23, I'esistenza dal lem-
ma di Zorn, utilizzando la proposizione 7.24.

Definizione 7.26. z non sia un punto di ramificazione. Allora z &
una fase non vuota, per cui z & contenuto in un’unica fase massimale
che denotiamo con V' (z). V(z) si chiama la vita di z.

Proposizione 7.27. Sia data una successione infinita di fasi Fy, Fs, ...,
tale che F, N Fy, 11 # () per ogni n.

o
Allora |J F, ¢ una fase.
n=1

Dimostrazione. Definiamo

G1 ::F1
Gy = FiUF,
G3 = F1UF2UF3

Quindi G, = G, U F,, ;1 e siccome G, N F,,.1 D F, N F,.1 # 0, dal
lemma 7.23 segue che G,, € una fase per ogni n (per n = 1 abbiamo
G1 = Fl).



Pero G; C Go C G3... e dalla proposizione 7.24 segue che

[o¢] e 0]
U Gn = U F, e una fase.
n=1 n=1

Osservazione 7.28. F sia una fase massimale.

(1) Sesup F esiste e non é un punto di ramificazione, allora sup F' € F
e quindi sup F' = max F.

(2) Se inf F esiste e non e un punto di ramificazione, allora inf F € F
e quindi inf F = min F.

Dimostrazione. (1) Per 'osservazione 1.16 e il corollario 4.16 FU sup F'
€ una catena convessa che per ipotesi non contiene punti di ramifi-
cazione e quindi & una fase. Dalla massimalita di F' segue FUsup F' =
F.

(2) La catena convessa F' & anche fortemente convessa per l'osser-
vazione 3.28, percio dall’osservazione 1.16 e dal corollario 4.18 segue
che FUinf F' & una catena convessa che per ipotesi non contiene pun-
ti di ramificazione e quindi & una fase. Ma F' &€ una fase massimale e
quindi FUinf F = F.

Osservazione 7.29. Linsieme vuoto é una fase massimale se e solo
se ogni punto di X é un punto di ramificazione.



8. EVOLUZIONE TEMPORALE

Situazione 8.1. A partire dall’osservazione 8.5 (X,<,7) sia uno
spazio con evoluzione temporale.

a,b,...,u,z,y,--- € X et,s € [0,00), quando non indicato diversa-
mente.

Definizione 8.2. X sia un insieme, < un ordine parziale su X e
7 : X — [0,00) un’applicazione. Gli elementi di X si chiamano
osservazioni.

Siano z,y € X,AC X et €[0,00),U C [0,00). Poniamo:

At = {IEEA|T(IE) :t}:Ath
Py(z) :== P(z) N X,
Si(z) == S(z) N X,

Gli elementi di X; si chiamano osservazioni al tempo ¢.

Denotiamo con 74 I'applicazione

T4 A— 7(A)
a+— 7(a)

Osservazione 8.3. X sia un insieme, < un ordine parziale su X e
7 : X — [0,00) un’applicazione. Assumiamo che sia soddisfatta la
seguente condizione:

<y = 7(z) < 71(y)
Allora

z<y = 7(z) <7(y)
e quindi (per ogni =,y € X)

7([z,9]) C [r(2), 7(y)]



Definizione 8.4. (X, <) sia un albero con intersezione e con ori-
gine ¢, 7 : X — [0, 00) un’applicazione. Chiamiamo allora la tripla
(X, < ,7) uno spazio con evoluzione temporale, se sono soddisfatte le
seguenti condizioni:

1) z<y = 7(z) <7(y).
(2) Se z <y, allora [7(z),7(y)] C 7([z,y]).
3) 7(q) =0.

La condizione (1) implica, come abbiamo visto nell’osservazione
precedente, in particolare la monotonia di 7; percio, combinando le
condizioni (1) e (2) si ha:

<y = [7(z),7(y)] = 7([z,y])

Osservazione 8.5. C sia una catena di X. Allora 7 e iniettiva su C
e quindi 7¢ e una biiezione.

Dimostrazione. Siano z,y € C con y # z. Allora ad esempio = < y
e quindi 7(z) < 7(y).

Osservazione 8.6. Sia = < y. Allora Uapplicazione
Tiag) ¢ [T,y] — [7(2),7(y)] & una biiezione.

Dimostrazione. Segue dall’osservazione 8.3 e dalla definizione 8.4.




Corollario 8.7.
(D) 7(P(z)) = [0,7(z)].

(2) Lapplicazione Tp(y) : P(x) — [0, 7(7)] é una biiezione.

Proposizione 8.8. C sia una catena di X. Allora 7¢ é un isomorfi-
smo di insiemi quasi ordinati.

Dimostrazione. Dall’osservazione 8.5 e dalla definizione 8.4 segue
che 7 é biiettiva e monotona, quindi per il lemma 1.17 7¢ & un
isomorfismo di insiemi quasiordinati.

Lemma 8.9. A sia un sottoinsieme fortemente convesso e non vuoto
di X, ad esempio una catena convessa non vuota di X. Allora 7(A)
¢ un sottoinsieme convesso non vuoto di [0, 0c) e quindi, per il lemma
1.14, un intervallo.

Dimostrazione. Segue dal lemma 3.36.

Proposizione 8.10. Siano A un sottoinsieme fortemente convesso e
non vuoto di X ed s; := inf7(A), sy := sup7(A). Allora si verifica
esattamente uno dei seguenti casi:

T(A) = [s1, 59]
T(A) = [s1, 52)
T(A) = (s1,52]
T(A) = (81, 89)



Nel caso particolare che A sia una catena convessa non vuota, T
induce una biiezione tra A e Uintervallo corrispondente.

Naturalmente s; € [0,00) ed s2 € [0, 00).

Dimostrazione. Segue dal lemma 1.14 e dall’osservazione 8.5.

Lemma 8.11. A sia un sottoinsieme non vuoto di X ed sy := inf 7(A),
s9 :=sup1(A).

(1) Se esiste u < Acon 7(u) = s1, allora u = inf(A).

(2) Se esiste v > A con 7(v) = s9, allora v = sup A.

Dimostrazione. (1) Sia z € X conz < A. Allora 7(z) < 7(4) e
quindi 7(z) < 7(u).

Siccome A non €& vuoto, esiste un elemento a € A. Allora v ed =
appartengono entrambi alla catena P(a) e cio implica z < w.

(2) Siay € X cony > A. Alloravy > A, per cui 7(v) > 7(vy) > 7(A).
Da cio segue 7(vy) = 7(v).
Pero vy < v e quindi vy = v, per cuiv < .

Proposizione 8.12. A sia un sottosemigruppo non vuoto di X. Allo-
ra inf A esiste e si ha 7(inf A) = inf(7A).

Dimostrazione. Sia s; := 7(A). Per ipotesi esiste un elemento
a € A. Allora s; < 7(a), per cui esiste u € P(a) tale che 7(u) = s;.
Per il lemma 8.11 e sufficiente dimostrare che u < A.

Sia b € A. Allora ab € A, perche A & un sottosemigruppo di X.
Quindi 7(u) < 7(ab). Ma ab e u appartengono entrambi alla catena
P(a) e quindi v < ab < b.

Proposizione 8.13. C sia un sottoinsieme non vuoto di X. Assu-
miamo che esista un punto ¢ € X tale che x > C. Allora:

(1) C é una catena.
(2) supC esiste e si ha 7(sup C) = sup7(C).

Dimostrazione. C' & contenuta nella catena P(z) e quindi & una
catena.

Sia sg := sup 7(C). Lipotesi implica 7(a) < 7(z) per ogni a € C, per
cui so < 7(z).

Per la condizione (2) della definizione 8.4 esiste un v < z tale che
7(v) = s9. Per il lemma 8.11 & sufficiente dimostrare che v > C.



Sia a € C. Allora a e v appartengono entrambi alla catena P(z) e
siccome 7(a) < 7(v), necessariamente a < v.

Osservazione 8.14. C sia una catena convessa non vuota di X.

Allora inf C =: u esiste per la proposizione 8.12. Inoltre:

(1) Se esiste supC =: v, allora C coincide con uno degli intervalli
[u7 U]’ [u’ IU)’ (u7 /U] e (u’ IU)'

(2) Se sup C non esiste, allora C coincide con S(u) oppure con S*(u).



9. LA METRICA

Situazione 9.1. (X, <, 7) sia uno spazio con evoluzione temporale.

a,b,--- ,u,z,y,--- € X et,s € [0,00) quando non indicato diversa-
mente.

Definizione 9.2. Per a,b € X sia

d(a,b) := 7(a) + 7(b) — 27(ab)

Dimostreremo adesso alcune proprieta fondamentali di d, da cui seguira
in particolare che d € una metrica su X.

Osserviamo comunque subito che
d(a,b) = d(b,a)
Osservazione 9.3. d(a,b) > 0

Dimostrazione. Infatti ab < a e quindi

7(a) > 7(ab) e nello stesso modo
7(b) > 7(ab),
quindi

d(a,b) = 7(a) — 7(ab) + 7(b) — 7(ab) >0



Osservazione 9.4. Sia a < b. Allora d(a,b) = 7(a) — 7(b).

Dimostrazione. In questo caso ab = a, quindi

d(a,b) = 7(a) + 7(b) — 27(a) = 7(b) — 7(a)
Osservazione 9.5. d(a,b) = d(a, ab) + d(ab,b)

Dimostrazione. Per 1'osservazione 9.4
d(a,ab) + d(ab,b) = 7(a) — 7(ab) + 7(b) — 7(ab) = d(a,b)

Corollario 9.6. d(a, ab) < d(a,b)
Lemma 9.7. d(a,b) = d(a,a + b+ u) +d(a+ b+ u,b)

Dimostrazione. (1) Supponiamo ab < bu < au, alloraa + b+ u = au
e quindi:

d(a,a +b+u) +d(a+b+u,b) =d(a,au) + d(au,b)
7(a) + 7(au) — 27(au) + 7(au) + 7(b) — 27 (aub)

(a) + 7(b) — 27(ab) = d(a, b)

(2) Siano ab < au < bu, allora a + b+ u = bu e quindi:

d(a,a+b+u) +d(a+b+u,b) = d(a,bu) + d(bu,b)
= 7(a) + 7(bu) — 27(abu) + 7(bu) + 7(b) — 27(bu)
= 7(a) + 7(b) — 27(ab) = d(a,b)

Proposizione 9.8. d(a,u) + d(u,b) = d(a,b) + 2d(u,a + b+ u)

Dimostrazione. Usando l'osservazione 9.5 abbiamo:

d(a,b) +2d(u,a +b+u) =d(a,a+ b+ u)
d(a,a+b+u)
d(a,u) + d(u,b)

+a(a+b+u,b) +2d(u,a + b+ u)
_|_

Proposizione 9.9. d ¢ una metrica su X.

dla+b+u,u) +d(u,a +b+u) +d(a+b+u,b)



Dimostrazione. Per il corollario 9.6 si ha:
d(a,u) + d(u,b) = d(a,b) + 2d(u,a +b+u) >0,
essendo 2d(u,a + b+ u) > 0.

Le altre proprieta seguono dall’osservazione 9.3 e dalla definizione
9.2.

Nota 9.10. X e quindi anche uno spazio topologico e possiamo par-
lare di intorni, aperti, chiusi ecc.

Definizione 9.11. Per z € X e § > 0 sia
U(z,d) :={ae€ X |d(zr,a) < d}.

Lemma 9.12. Sia z < y con 7(y) — 7(z) < J. Allora
[z,y] C U(z,6) NU(y,0).

Dimostrazione. Sia a € [z,y]. Allora 7(z) < 7(a) < 7(y), per cui

d(z,a) = 7(a) — 7(x)
d(y,a) = 7(y) — 7(a)

() <o
() <d

-7
-7
Definizione 9.13. Poniamo

L(z,6) :={y € L(z) | 7(x) — d < 7(y) < 7(x) + ¢}

Lemma 9.14. a € U(z,0) = ax € L(z,0)

Dimostrazione. Sia a € U(z6). Per il corollario 9.6 abbiamo

7(z) < 7(az) = d(a,azr) < d(a,z) < § e quindi

T(z) — 6 < 7(az) < 7(x).
Osservazione 9.15.
(1) Siay <z Alloray € L(z,)) < 7(z) — 0 < 7(y).
(2) Sia z <y. Alloray € L(z,0) < 7(y) < 7(z) + 9.
Lemma 9.16. Sia y € L(z). Allora

y€eU(z,0) <= y € L(z,0).

Dimostrazione. (1) Sia y < z. Allora d(z,y) = 7(z) — 7(y) e
d(z,y) <0 <= 7(x)—7(y) <o
— 7(x) —d < 7(y)
< ye€ L(z,6)



(2) Sia z < y. Allora d(z,y) = 7(y) — 7(x) e

Corollario 9.17. L(z,6) = U(z,d) N L(z)



10. RAMIFICAZIONE IN UNO SPAZIO CON
EVOLUZIONE TEMPORALE.

Situazione 10.1. (X, <, 7) sia uno spazio con evoluzione temporale.
a,b,...,z,y,--- € X et € [0,00), quando non indicato diversamente.
0 > 0 sia un numero reale positivo.

Lemma 10.2. Sia u € X. Assumiamo che R(X) sia chiuso in X.
Se u non é un punto di ramificazione ed u > q, allora esiste x < u tale
che [z,u] e una fase.

Dimostrazione. Siccome R(X) e chiuso, esiste § > 0 tale che
U(u,d) N R(X) = 0. Inoltre 7(u) > 0 e possiamo assumere che
T(u) — 6 > 0.

Per la condizione (2) della definizione 8.4 esiste z € P(u) con
7(z) = 7(u) — %. Allora 0 < 7(u) — 7(z) = %. Cio implica z < u. Peril
lemma 9.12 [z,u] C U(u,d), e quindi [z, u] N R(X) = 0.

Proposizione 10.3. Assumiamo che R(X) sia chiuso in X. F sia
una fase massimale non vuota ed u := inf F. Se u non é un punto di
ramificazione, allora u = q.

Dimostrazione. Sia u > ¢. Per il lemma 10.2 esiste = < u tale che
[z,u] € una fase.

Per il lemma 7.23 F' U [z, u] & una fase.



Ma z ¢ F, perche z < u = inf F, e questa € una contraddizione alla
massimalita di F.

Lemma 10.4. Sia v € X. Assumiamo che R(X) sia chiusoin X. Sev
non é un punto di ramificazione e v non é un elemento massimale di
X, allora esiste y > v tale che [v,y] e una fase.

Dimostrazione. Siccome R(X) e chiuso, esiste § > 0 tale che
U(v,d) NR(X) = (). Per ipotesi v non & massimale, percio esiste a > v
e possiamo assumere che 7(v) + 0 < 7(a).

Per la condizione (2) della definizione 8.4 esiste y € [v,a] con
T(y) = 7(v) + % Allora d(y,v) = % Per il lemma 9.12 [y, v] C U(v,d) e
cio implica [v, y] N R(X) = 0.

Proposizione 10.5. R(X) sia chiuso in X. F sia una fase massimale
non vuota. Assumiamo che esista v := sup F. Se v non é un punto di
ramificazione, allora v é un elemento massimale di X.

Dimostrazione. Per il lemma 10.4 esiste y > v tale che [v,y] € una
fase.

Per il lemma 7.23 F' U [v,y] € una fase.
Ma y ¢ F, poiche y > v = sup F, e questa & una contraddizione
all’ipotesi che F sia una fase massimale.

Proposizione 10.6. Assumiamo che R(X) sia chiuso in X. F sia
una fase massimale non vuota. Sia u := inf F.



(1) wu sia un punto di ramificazione.
Se v := sup F esiste ed e un punto di ramificazione, allora F = (u,v);
altrimenti F = S (u).

(2) u non sia un punto di ramificazione. Allora u = q. Inoltre se
v := sup F esiste ed e un punto di ramificazione, allora F = [q,v);
altrimenti F = X.

Dimostrazione. Lenunciato segue dall’'osservazione 8.14 e dalle propo-
sizioni 10.3 e 10.5.

Lemma 10.7. Sia 7(a) = 7(b). Se a # b, allora a ¢ L(b) e quindi ab e
un punto di ramificazione.

Dimostrazione. Sia ad esempio a < b. Allora 7(a) < 7(b) in con-
traddizione all’ipotesi. Percio a ¢ L(b) e 'osservazione 7.19 implica
che ab & un punto di ramificazione.

Definizione 10.8. z si dice d-separabile se U(z,d) N R(X) C {z}
Lemma 10.9. Sia L(z,0) NR(X) C {z}. Allora U(z, ) = L(z,9).

Dimostrazione. Per il corollario 9.17 é sufficiente dimostrare che
U(z,d) C L(z).

Sia a € U(z,d) \ L(z). Per losservazione 7.19 allora az € R(z).
Pero ax € L(z, ) per il lemma 9.14 e l'ipotesi implica az = z.

Ma allora a € L(x), una contraddizione.
Corollario 10.10. Sono equivalenti:
(1) xé §-separabile.
2) U(z,0) NR(X) C {=z}.
(3) L(z,0) N R(X) C {z}.

Proposizione 10.11. z sia é-separabile e di ramificazione finita.
Allora | Si(z) |<| Ry | per ognit € [7(z),7(z) + 4.

Dimostrazione. Poniamo m :=| R, |. Sia 7(z) < ¢t < 7(z) +d e
assumiamo che esistano m + 1 punti distinti a1, ..., an+1 in Si(z).

Sia ¢ # j. Per la proposizione 7.16 a;a; € un punto di ramificazione
con 7(z) < 7(aa;) <t < 7(x)+ J. Per ipotesi cio implica a;a; = =.

Cio significherebbe, con le notazioni della definizione 7.9, che (a;a;) ¢ E(x)
per i # j, e dalla proposizione 7.14 seguirebbe che gli a; determinano
m + 1 rami distinti in z, contrariamente all’ipotesi che | R, |< m.



Corollario 10.12. X sia un albero binario e x d-separabile.
Allora | Si(z) |< 2 per ognit € [r(z),7(z) + §].

Osservazione 10.13. Sia | Si(z) |> 2. Allora esiste u € R(X) N S(x)
con 7(u) < t.

Dimostrazione. Siano a,b € Si(z) con a # b. Allora a ¢ L(b) e
lemma 10.7 implica ab € R(X). Ma z < ab < a, quindi 7(z) < 7(a )

7(a) = t.

Proposizione 10.14. Siano m € N ed
e > 0 tale che | Sy(x) |> m per ogni t € (1

IN =

| Ry |> m. Allora esiste un
(), 7(x) +€).

Dimostrazione. Lenunciato & banale per m < 1; sia m > 2. Per la
proposizione 7.16 esistono a1,...,a, > z con a;a; = x ogni volta che
i # j. Poniamo ¢ := min(7(a1),...,7(ay)). Allora e > 0.

Sia 7(z) <t < 7(z) + €. Per la condizione (2) della definizione 8.4
per ogni i esiste b; € [z,a;] N Si(z). Allora b;b; = = per ¢ # j; cio
implica che i b; sono tutti distinti tra di loro.



Corollario 10.15. Sia m € N. Allora sono equivalenti:
(1) | Ry |=m.

(2) Esiste un ¢ > 0 tale che | Si(z) |= m per ognit € (1(x),7(x) + €).

Dimostrazione. (1) = (2): Per la proposizione 10.11 abbiamo
| Sy(x) |< m per ognit € [r(x),7(x) + 6.

Per la proposizione 10.14 esiste ¢ > 0 tale che | Si(z) |> m per ogni
t € (1(x),7(x) +€). Se scegliamo ¢ > ¢, otteniamo ’enunciato (2).

(2) = (1): Dalla proposizione 10.11 segue | R, |> m. Lipotesi
per la proposizione 10.14 implica | R, |< m.
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