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1. INSIEMI PARZIALMENTE ORDINATI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné.

Situazione 1.1. VXWZYOV\[<]/^ e _ZWZY`_�[<]/^ siano insiemi parzialmente
ordinati.

Definizione 1.2. Per a�[cbedfV sia ahgibkj�l�mnah]ob e aqpWrb .
Definiamo gli intervallis a�[cb�t�j Wvu+w�dxVzy+a\]{w�]ibN|s a�[cb(^�j Wvu+w�dxVzy+a\]{w�gibN|YOa�[cb�t�j Wvu+w�dxVzy+a\g{w�]ibN|YOa�[cb(^�j Wvu+w�dxVzy+a\g{w�gibN|
Inoltre siano} YOa�^�j Wvu5bedxV~yHa\]ibN|

l’insieme dei successori di x,� YOa�^�j Wvu5bedxV~yHbk]iaC|
l’insieme dei predecessori di x e� YOa�^�j W � YOa�^C� } YOa�^
il lignaggio di x.

Poniamo inoltre

}�� YOa�^�j W } YOa�^C��afWvu5bedxV~yHbk�iaC|� � YOa�^�j W � YOa�^C��afWvu5bedxV~yHbkgiaC|
Più in generale poniamo

� Y`�?^�j W~��$�$� � YOa�^} Y`�?^�j W~��$�$� } YOa�^� Y`�?^�j W~��$�$� � YOa�^



� Y`�?^�j Wz��$�$� � YOa�^� Y`�?^�j Wz��$�$� } YOa�^� Y`�?^�j Wz��$�$� � YOa�^
per ���iV . Si osservi che �\d � Y`�?^�l�mn�\�{� per ogni ��d\� .
In questo caso scriviamo anche �\�{� .
Similmente scriviamo �\]{� se �\]{� per ogni ��d\� .

Definizione 1.3. Una catena di V è un sottoinsieme totalmente
ordinato di V .

Una catena finita non vuota � possiede sempre un elemento più
grande (naturalmente unico) che viene denotato con ���H�CYF��^ . Se�vW�u+�(�5[<�<�<�+[I����| , scriviamo anche �x��a�Y`�N�5[<�<�<�5[I���?^ .

a1

a2

a3

a m−1

am

Lemma di Zorn. Se V non è vuoto e per ogni catena ��pW¡  di V
esiste un elemento � tale che ¢£]¤� per ogni ¢£d¥� , allora V possiede
un elemento massimale.
Proposizione 1.4. Ogni catena di V è contenuta in una catena
massimale.

Dimostrazione. � sia una catena di V . Applichiamo il lemma di
Zorn all’insieme di tutte le catene di V che contengono � , ordinato



rispetto all’inclusione di insiemi. Questo insieme è non vuoto perchè
contiene � come elemento.

Se consideriamo una catena ¦ di catene contenenti � come sot-
toinsieme, è immediato che l’unione § degli elementi di ¦ è ancora
una catena che contiene � . Infatti se a�[cb sono elementi di § , allora
esistono ¨\[ � dx¦ tali che a\d\¨ e bkd � .
Siccome ¦ è una catena, abbiamo, ad esempio, ¨©� �

, e quindia�[cbxd �
. Ma

�
è, per ipotesi, una catena rispetto all’ordine parziale

dato su V , perciò ad esempio a\]ib .
Siccome ª«�¬§ per ogni ª«d­¦ , l’ipotesi del lemma di Zorn è

soddisfatta.

Corollario 1.5. Ogni elemento di V è contenuto in una catena mas-
simale di V .

Dimostrazione. Sia a\dxV . Allora u5aC| è una catena di V .

Definizione 1.6. Una catena � di V si dice saturata, se non esistonoa�[cbed®� e w®¯d®� con a\g{w�gib tali che �i�ew sia ancora una catena.

Definizione 1.7. Un sottoinsieme � di V si dice convesso se vale la
condizionea�[cbed\�°WCm s a�[cb�t��{�
Si noti che

s a�[cb�t�W±  , se non vale a\]ib .
Dalla transitività dell’ordine parziale segue che ogni intervallo,

cioè ogni insieme della forma
s �N[>²It�[8Y`�N[>²It [ s �N[>²<^ o Y`�N[>²<^ è convesso.

Osservazione 1.8. Siano a�[cbkdxV . Allora:

� YOa�^�� � YOb(^�l�mnah]ib� YOa�^!W � YOb(^�l�mnaxWrb} YOa�^�� } YOb(^�l�mnbe]ia} YOa�^!W } YOb(^�l�mnaxWrb
Definizione 1.9. Sia � un sottoinsieme di V . Un elemento �hdxV si
dice un maggiorante di � , se ��]i� per ogni ��d\� .

Osservazione 1.10. ���<[<�<�<�+[I�´³ siano sottoinsiemi di V e ���5[<�<�<�5[c�
³
elementi di V tali che �¶µ sia un maggiorante di �Pµ per ogni · . Sia



¸ dxV un maggiorante di u5���5[<�<�<�+[c�
³�| , cioè �¹µ?] ¸ per ogni · . Allora ¸
è un maggiorante di �����hº<º<º$�e�´³ .

Dimostrazione. Sia ��d\���»��º<º<º ���´³ . Allora esiste un · tale che �kd¼�Pµ .
Per ipotesi ��]i�¶µ?] ¸ e quindi ��] ¸ .

Osservazione 1.11. � sia una catena di V e ½{j¶V�¾
¿ÀV un’appli-
cazione monotona.

Allora ½�� è una catena e, se ���H�´� esiste, allora ½�Y`���H�´��^�W±���H�CY�½���^ .
Dimostrazione. Siano �N[>²�dq½�� ed �eWÁ½ ¢H� e ²/W�½ ¢»Â con ¢+�5[I¢»ÂÃdÄ� .

Allora, essendo � una catena, ad esempio ¢$�?]¤¢»Â e dalla monotonia
di ½ segue ½ ¢+�8]r½ ¢»Â$[ cioè ��]r² .

Siano ora �ÅW±���H�´� ed �:WÆ½ ¢ con ¢´d®� . Allora ¢/]i� , quindi��WÆ½ ¢/]r½�� .

Definizione 1.12. Per un’applicazione Ç denotiamo con È-���iÇ la sua
immagine e, per ÇhdxVhÉ , conÊ�Ë ��Çhj Wvu5a\dxVzy$Ç�YOa�^!WraC|
l’insieme dei punti fissi di Ç .

Osservazione 1.13. � sia un sottoinsieme convesso di V ed a\dxV .
Allora �i� � YOa�^ è convesso.

Dimostrazione. Siano ��[ ¸ d\�?� � YOa�^ con �\] ¸ . Per ipotesi
s ��[ ¸ t��Ì� .

Dobbiamo dimostrare che
s ��[ ¸ t(Í � YOa�^!WÆ  .

Sia wxd s ��[ ¸ t
Í � YOa�^>[ cioè �q]�wx] ¸ e wx]va . Ciò implica �Äd � YOa�^ ,
una contraddizione.

Lemma 1.14. � sia un sottoinsieme convesso e non vuoto di
s ¾/Îr[7Îqt .

Allora � è un intervallo.
Più precisamente definiamo ��j W ËÐÏ¶Ñ � e ²8j W±ÒIÓ¶Ô�� . Allora:

�¤W s �N[>²ItÖÕH×��N[>²´d\��¤WZY`�N[>²ItÖÕH×���¯d\�Æ×8²´dx��¤W s �N[>²<^�ÕH×���d\�Æ×8²�¯dx��¤WZY`�N[>²<^�ÕH×��N[>²�¯d\�
Dimostrazione. L’enunciato segue facilmente dall’ipotesi che � sia

convesso. Cfr. Erné, pagg. 177-178.



Lemma 1.15. Siano ��[IØÙ�iV . Allora
} Y`�?^CÍ � Y`Ø�^ è convesso.

Dimostrazione. Siano a�[cbed } Y`�?^
Í � Y`Ø�^ con a\]ib . Allora esistono�kd\� e ²´d\Ø tali che �k]iah]ibe]r² . Sia w�d s a�[cb�t . Allora ��]{a\]rw�]bk]r² , quindi w:d } Y`�?^CÍ � Y`Ø�^ .
Osservazione 1.16. � sia una catena di V .
(1) Se esiste ÒIÓ¶Ô´� , allora �{�kÒIÓ¶Ô´� è una catena.
(2) Se esiste

ËÐÏ¶Ñ � , allora �i� ËÐÏ¶Ñ � è una catena.

Dimostrazione. Chiaro.

Lemma 1.17. V sia una catena ed ÇÚj8VÛ¾
¿Ü_ un’applicazione
monotona e biiettiva. Allora Ç è un isomorfismo di insiemi parzial-
mente ordinati.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che Ç�Ý � è monotona.
Siano b¹�<[cb�Â\dv_ con b¹�f]Þb�Â e b¹�kW¡Ç�YOaC�7^>[cb�ÂxW¡Ç�YOa
Â5^ . Dobbiamo

dimostrare che a��£]¼a
Â . Se non fosse così, si avrebbe però a �:�Za
Â ,
perchè V è una catena.

Dalla monotonia di Ç e dalla biettività seguirebbe allora bN���­b�Â ,
una contraddizione.



2. ALBERI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné.

Definizione 2.1. L’insieme parzialmente ordinato V si chiama un
albero, se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(1)
� YOa�^ è una catena per ogni a\dxV .

(2) Esiste un elemento più piccolo ßÃdáà�$� É
� YOa�^ .

In particolare V�pWÆ  .
Seguiamo qui Davey/Priestley, pag. 26.

ß si chiama l’ origine di V .

Per un sottoinsieme � di V sia

� � j W±�o��ß .

q

x

Lemma 2.2. V sia un albero, ª una catena massimale di V eda\d\ª .
Allora

� YOa�^��{ª .

Dimostrazione. Dimostriamo che l’unione ªâ� � YOa�^ è ancora una
catena.
Siano �N[>²´d\ª°� � YOa�^ .



(1) Se �N[>²kdiª oppure �N[>²�d � YOa�^ , si ha, ad esempio, �q]­² perchè
sia ª che

� YOa�^ sono catene.
(2) Siano �%d � YOa�^ e ²:d¥ªá� � YOa�^ . Allora �%]�a . Siccome ª è una

catena e per ipotesi a¥dÄª , si ha aÄ]Z² oppure ²£]va . Ma ²Ã]�a
significherebbe ²:d � YOa�^ , una contraddizione, quindi a¥]Z² . Ma
allora �k]ia\]r² implica ��]r² .

Corollario 2.3. Ogni catena massimale di un albero è convessa.

Corollario 2.4. V sia un albero, ª una catena massimale di V eda\dxV .
Allora ªã� � YOa�^ è convesso.

Dimostrazione. ª è convessa per il corollario 2.3. Per l’osservazione
1.13 anche ªã� � YOa�^ è convesso.

Lemma 2.5. V sia un albero e � una catena di V . Allora sono
equivalenti:
(1) � è convessa.
(2) � è saturata.
(3) Per ogni catena massimale ª contenente � vales a�[cb�t¶ÍeªâW s a�[cb�t¶Íx� per ogni a�[cbed®� .
(4) Esiste una catena massimale ª tale ches a�[cb�t¶ÍeªâW s a�[cb�t¶Íx� per ogni a�[cbed®� .

E’ chiaro che allora �Á�{ª .
(5) Per ogni a�[cbed®� esiste una catena massimale ª tale ches a�[cb�t¶ÍeªâW s a�[cb�t¶Íx� .

Dimostrazione. Y-ä+^¡WCm Y�å�^£j Siano a�[cb¥dÆ� e w�d{V tali che argw�gib . Per ipotesi si ha w�d®� , e quindi la condizione della definizione
1.6 è banalmente soddisfatta.

Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Siano a�[cbedh� e w®¯d®� con a\g{w�gob . Sia ��d®� . Siccome� è una catena si ha �h�vb oppure �h]vb . Se �h�vb , allora wxg�� . Se
invece �®]�b , allora � e w appartengono entrambi alla catena

� YOb(^ e
sono quindi confrontabili.

Ciò mostra che �i�ew è una catena, in contraddizione all’ipotesi.Y-ä+^rWCm Y�ç�^ : � sia convessa e ª una catena massimale con �­�Æª .
Siano a�[cbed®� . Per ipotesi

s a�[cb�t��±� . Allora �{ÍkªèW¤� e
s a�[cb�t¶Íx�vWs a�[cb�t , quindi

s a�[cb�t¶ÍeªâW s a�[cb�t¶Íx�{ÍkªèW s a�[cb�t¶Íf� .



Y�ç�^ÅWCm YOé�^ : Chiaro, perchè per il corollario 1.5 esiste almeno una
catena massimale che contiene � .

YOé�^qWCmæY�ê�^ : Chiaro.

Y�ê�^ÙWCm Y-ä+^ : Siano a�[cbqd{� e supponiamo ao]Áb . Per ipotesi esiste
una catena massimale ª con

s a�[cb�t7Í´ªèW s a�[cb�t . Siccome bkd s a�[cb�t7Í?� ,
ciò implica bvd¼ª . Per il lemma 2.2

s a�[cb�t�� � YOb(^\�Xª , e quindis a�[cb�t�W s a�[cb�t¶ÍeªâW s a�[cb�t¶Íx� , per cui
s a�[cb�t��±� .

Osservazione 2.6.
} YOa�^CÍ } YOb(^´pWÆ vWCmna\]ib oppure bk]ia .

Dimostrazione. Sia w:d } YOa�^ÖÍ } YOb(^ . Allora a�[cbed � Y`w�^ e l’enunciato
segue dall’ipotesi che V sia un albero.

Lemma 2.7. V sia un albero ed �N[>²+[c�vd¤V con �vd s �N[>²It (e quindi�k]r² ). Allora
s �N[>²It�W s �N[c�(t¶� s ��[>²It .

Dimostrazione. Sia a\d s �N[>²It . Allora � e a appartengono alla catena� Y�²<^ , per cui �\]ia oppure ah]i� .
Se �\]ia allora a\d s ��[>²It , se invece a\]i� allora a\d s �N[c�(t .
Viceversa la transitività dell’ordine parziale implica

s �N[c�(t!� s �N[>²It es ��[>²It�� s �N[>²It , per cui
s �N[c�(t(� s ��[>²It�� s �N[>²It .

a

u

b



3. SEMIRETICOLI

Bibliografia. Davey/Priestley, Erné, Bandelt/Hedlíková.

Definizione 3.1. Un insieme parzialmente ordinato V si chiama un
semireticolo (inferiore), se per ogni �N[>²´dxV esiste un elemento �\dxV
tale che� Y`�¶^CÍ � Y�²<^!W � YO��^
Per l’osservazione 1.8 �xWÃj��Pë:² è allora univocamente determinato e
si chiama l’ inf di � e ² .
Più avanti scriveremo �¹²Äj Wì�eëq² . Con quella notazione abbiamo
quindi� Y`�¶^CÍ � Y�²<^!W � Y`�¹²<^
Osservazione 3.2. V sia un semireticolo ed �N[>²+[I¢?dxV . Allora

�?ëe�:W±��?ëf²PWÆ²�ëe�Y`�?ëf²<^Cëk¢8W±�?ë%Y�²!ëk¢5^
YOV\[7ë!^ è quindi un semigruppo commutativo, in cui ogni elemento è
idempotente.

Dimostrazione. I primi due enunciati sono evidenti.
Dimostriamo l’associatività.� Y`�?ëhY�²�ë�¢5^c^�W � Y`�¶^ÖÍ � Y�²�ë�¢5^!W � Y`�¶^�Í � Y�²<^ÖÍ � Y`¢5^ , ma questo per
simmetria è anche uguale a

� YcY`��ëf²<^Cëe¢5^ .
Corollario 3.3. V sia un semireticolo e �
�5[<�<�<�5[I����dxV . Allora� Y`�(�»^CÍ\º<º<º�Í � Y`���/^!W � Y`�(��ëhº<º<º$ëe���?^
Osservazione 3.4. V sia un semireticolo ed �N[>²´dxV . Allora�k]r²ol�mí�¹²�Wr�

Dimostrazione. Ognuno dei seguenti enunciati implica quello suc-
cessivo.�k]r²� Y`�¶^�� � Y�²<^



� Y`�¶^CÍ � Y�²<^!W � Y`�¶^�kd � Y�²<^�k]r² .

a = ab

b

Proposizione 3.5. YOV\[<º ^ sia un semigruppo commutativo in cui ogni
elemento è idempotente. Se per �N[>²�d¥V poniamo allora ��]¼²:j�l�m�¹²?Wî� , otteniamo un ordine parziale su V . YOV\[<]/^ è un semireticolo
in cui �?ëf²PW°�¹² .

Useremo perciò la notazione abbreviata �¹²¥j W��eë¥² anche in un
semireticolo.

Dimostrazione.
(1) La riflessività segue da ����W±� .
(2) �%]Z²:]Á� significa �¹²ÃW¼� e ²7�hW­² e dalla commutatività segue�:WÆ² .
(3) Sia �x]¤²�]¤¢ . Allora �¹²/Wv� e ²7¢?W�² , per cui ��¢?W��¹²7¢?Wv�¹²/Wv� e

quindi �k]{¢ .
Ciò mostra che ] è un ordine parziale su V .

(4) Per definizione �¹²Æd � Y`�¶^8Í � Y�²<^ . Sia invece aïdÅV con aïd� Y`�¶^�Í � Y�²<^>[ cioè ��a¤WX²>a¤WÅa . Allora �¹²>a¤Wï��a¤WÅa e quindia\]{�¹² .
Proposizione 3.6. V sia un semireticolo. Allora il quasiordine
costruito secondo la proposizione 3.5 rispetto al semigruppo YOV\[7ë!^
coincide con ]¤�



Dimostrazione. Segue dalla proposizione 3.5 e dall’osservazione
1.8.

Osservazione 3.7. V sia un semireticolo. Allora

�k]r² e ¢´]{ðZWCmí��¢/]r²7ð
In particolare ��]r²iWCmn��¢/]r²7¢H�

Dimostrazione. Abbiamo �¹²kWñ� e ¢»ðÄWñ¢ , e quindi ��¢<²7ðÄWÅ�¹²7¢»ðÄW��¢ per cui ��¢/]r²7ð .
Lemma 3.8. V sia un semireticolo. � e § siano catene non vuote.

Allora �?§îj W�u+¢»ð¼y�¢¥dÚ�´[Iðvd­§x| è una catena non vuota e, se���H�CYF��^ e ���H�CY`§f^ esistono,

���H�CYF�?§f^!W±���H�CYF��^����H�CY`§f^ .
In particolare

���H�CY`�¶��^!W±�����H�CYF��^ per ogni ��dxV .

Dimostrazione.
(1) Siano ��[ ¸ d%�?§ con �xWÆ¢H�>ð¶�5[ ¸ WÆ¢»Â<ð�Â con ¢+�<[I¢»Â�d%� e ð¶�5[Ið�Â?dh§ .

Allora, ad esempio, ¢H�f]ò¢»Â e ð¶�f]òð�Â , per cui ¢+�Ið¶�f]ñ¢»Â»ð�Â . Ciò
mostra che �?§ è una catena, naturalmente non vuota.

(2) Siano �ój Wô���H�CYF��^ e õ¡j Wô���H�CY`§f^ . Per ogni ¢rdÅ� e ð¼dò§
abbiamo allora ¢/]i� e ð�]iõ e quindi ¢»ð�]i�fõ .

Nota 3.9. Un semigruppo che possiede un (necessariamente unico)
elemento zero ß (cioè tale che ßHarWñß per ogni a±d±V ) si chiama un
semigruppo con zero.

In un semireticolo YOV\[<]/^ un elemento ß è un elemento zero se e
solo se ß è l’elemento più piccolo di V .

Definizione 3.10. V e _ siano insiemi parzialmente ordinati eÇhj�VÌ¾Ö¿í_ un’applicazione. Ç si chiama:
(1) un omomorfismo di insiemi parzialmente ordinati, se �±]Å² inV implica Ç�Y`�¶^/]ÁÇ�Y�²<^ in _ , gli omomorfismi di insiemi parzial-

mente ordinati sono quindi esattamente le applicazioni mono-
tone;

(2) un omomorfismo di semigruppi (o di semireticoli), se V e _ sono
semireticoli e Ç�Y`�¹²<^�WÆÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ per ogni �N[>²´dxV ;



(3) un omomorfismo di semigruppi con zero, se V e _ sono semireti-
coli con elementi più piccoli ß ed ö ed Ç è un omomorfismo di
semigruppi tale che Ç�Y`ß�^!Wrö .

Osservazione 3.11. V e _ siano semireticoli ed Ç¼j�V÷¾
¿ø_ un
omomorfismo di semigruppi. Allora Ç è monotona.

Dimostrazione. Siano �N[>²/d\V tali che �e]±² . Allora �¹²8WÆ� , quindi,
essendo Ç un omomorfismo di semireticoli, Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^�WòÇ�Y`�¹²<^�WòÇ�Y`�¶^
per cui Ç�Y`�¶^�]rÇ�Y�²<^ .
Nota 3.12. Siano VïW±_¼Wvu�ä$[>å�[>ç�[cé¹| e ù±Wvu+ú¹[5ä$[>å�[>ç�[cé¹| con gli ordini
parziali indicati nelle figure. Ç%j¹Vz¾
¿À_ sia l’identità e ûxj¶_Þ¾Ö¿ôù
l’inclusione. E’ evidente che V\[I_ e ù sono semireticoli con zero (sono
effettivamente reticoli completi). Allora Ç è monotona, ma non è un
omomorfismo di semigruppi, e û è un omomorfismo di semigruppi,
ma non è un omomorfismo di semigruppi con zero.
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Lemma 3.13. V e _ siano semireticoli ed Ç­j�V÷¾Ö¿ó_ un’appli-
cazione monotona. Allora Ç�Y`�¹²<^�]rÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ per ogni �N[>²8dxV .

Dimostrazione. Sia aÞj WÀ�¹² . La monotonia di Ç implica Ç�YOa�^�]Ç�Y`�¶^ e Ç�YOa�^�]rÇ�Y�²<^ .
Dall’osservazione 3.7 segue Ç�YOa�^�]rÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ .

Proposizione 3.14. V e _ siano semireticoli e Ç\j�V¬¾
¿ì_ un’appli-
cazione biettiva e û la sua inversa. Allora sono equivalenti:



(1) Ç è un isomorfismo di insiemi parzialmente ordinati, cioè sia Ç
che û sono monotone.

(2) Ç è un omomorfismo di semigruppi.
(3) Ç è un isomorfismo di semigruppi, cioè sia Ç che û sono omomor-

fismi di semigruppi.

Dimostrazione. Y-ä+^±WCm Y�å�^ : Siano �N[>²�d%V e ��j WÁÇ�Y`�¶^>[ ¸ j WîÇ�Y�²<^ .
Allora ûÖYO��^�W¡�N[-ûÖY ¸ ^kWï² . Applicando il lemma 3.13 prima a û ab-
biamo ûÖYO� ¸ ^r]ôûÖYO��^FûÖY ¸ ^{Wá�¹² . Applicando la Ç si ha Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^¥WÇ�YMûÖY�Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^c^c^q]zÇ�Y`�¹²<^ , e sempre per il lemma 3.13 si ha Ç�Y`�¹²<^�]Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ .
Y�å�^qWCmæY�ç�^ : Con le stesse notazioni abbiamo: ûÖYO� ¸ ^!W{ûÖY�Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^c^�WûÖY�Ç�Y`�¹²<^c^�W±�¹²PW{ûÖYO��^FûÖY ¸ ^ .
Y�ç�^qWCmæY-ä+^ : Chiaro.

Osservazione 3.15. V sia un semigruppo con zero, _ un semigruppo
e Çhj�V¬¾Ö¿ì_ un omomorfismo suriettivo di semigruppi. Allora anche_ è un semigruppo con zero e Ç è un omomorfismo di semigruppi con
zero.

Dimostrazione. ß sia l’elemento zero di V . Dobbiamo dimostrare
che Ç�Y`ß�^ è l’elemento zero di _ . Sia bkd\_ . Allora esiste a\dxV tale cheb�WÆÇ�YOa�^ , quindi Ç�Y`ß�^#b:WÆÇ�Y`ß�^-Ç�YOa�^�WÆÇ�Y`ßHa�^!W±Ç�Y`ß�^ .
Proposizione 3.16. V e _ siano semigruppi e Çqj¹Vz¾Ö¿À_ un omo-
morfismo suriettivo. Allora Vk¯$Ç è in modo naturale un semigruppo
con la composizione ben definitas ��t s ²It j W s �¹²It
dove

s ��t�Wòu5a{doVâyÖÇ�YOa�^/WÞÇ�Y`�¶^I| denota la classe di equivalenza di�kdfV , e Ç induce un isomorfismo naturaleü ý þcÿ Ç�Y`�¶^�j�Vk¯$Çh¾Ö¿ì_
Dimostrazione. Corso di Algebra.

Osservazione 3.17. V sia un semireticolo e a un elemento fissato diV . Allora � YOa�^!Wvu+��dxVzyH��axW±�(|} YOa�^!Wvu+��dxVzyH��axWraC|



Inoltre

VÞ� � YOa�^!Wvu+�kdfVzy$��a\g{�(|VÞ� } YOa�^!Wvu+�kdfVzy$��a\giaC|
Proposizione 3.18. V sia un semireticolo e a un elemento fissato
di V . Per ogni �qdiV abbiamo ��ard � YOa�^ . Possiamo perciò definire
un’applicazione�

� j W ü þ ��ahj�V¬¾
¿ � YOa�^�
� è un omomorfismo suriettivo di semigruppi e induce quindi un

isomorfismo naturale Vk¯
�
���W � YOa�^ .

Inoltre

�
� coincide con l’identità su

� YOa�^ , infatti

u+�kdxVzy
�
� Y`�¶^!W±�(|?W � YOa�^

Dimostrazione. L’ultima affermazione segue dall’osservazione 3.17
e implica la suriettività. Rimane da dimostrare che

�
� è un omomorfi-

smo. Siano �N[>²fd{V . Allora, sfruttando la commutatività e l’idem-
potenza della moltiplicazione in un semireticolo, abbiamo

�
� Y`�¹²<^:W�¹²>axWr��aÖ²>axW

�
� Y`�¶^

�
� Y�²<^ .

Lemma 3.19. V sia un semireticolo e �N[ca�dvV . Allora sono equi-
valenti:

(1) Gli elementi �N[ca e ��a sono tutti e tre distinti.
(2) �%¯d � YOa�^ .
(3) ��a\g{� e ��ahgia .

Ricordiamo che
� YOa�^ è l’insieme degli elementi confrontabili con a .

Dimostrazione. Y-ä+^ WCm Y�å�^ : �N[ca e ��a siano tutti e tre distinti.
Allora ��a¼pWÅ� implica �Á¯d � YOa�^ e ��a¼pWña implica �Á¯d } YOa�^ . Da ciò
segue �%¯d � YOa�^ .
Y�å�^qWCmæY�ç�^ : Sia �%¯d � YOa�^ , allora ��dxV%� � YOa�^>[ cioè ��a\g{�N[ e ��d¼V%� } YOa�^>[
cioè ��a\gia .

Y�ç�^òWCm Y-ä+^ : Sia ��a{g¼� e ��aigZa . Se �N[ca e ��a non sono tutti e tre
distinti, necessariamente �:Wra . Ma allora ��axW±� Â W±� .
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Definizione 3.20. V sia un semireticolo.
� Y`�N[>²<^�j W s �N[I�¹²It
� s �¹²+[>²It si

chiama il cammino tra � e ² .

ab

a

b

Osservazione 3.21. V sia un semireticolo e �N[>²8dxV . Mentre
s �N[>²It�pWì 

se e solo se ��]r² , si ha sempre �N[>²+[I�¹²/d � Y`�N[>²<^ .
Dimostrazione. Infatti �N[I�¹²´d s �N[I�¹²It e ²8d s �¹²+[>²It .

Osservazione 3.22. V sia un semireticolo e �N[>²´dfV con ��]r² .
Allora

� Y`�N[>²<^�W s �N[>²It .
Osservazione 3.23. V sia un semireticolo e �N[>²´dfV . Allora� Y`�N[>²<^�WZY � Y`�¶^C� � Y�²<^c^CÍ } Y`�¹²<^ .
In particolare si ha sempre



� Y`�N[>²<^�� � Y`�¶^C� � Y�²<^� Y`�N[>²<^�� } Y`�¹²<^
Osservazione 3.24. V sia un semireticolo e �N[>²´dfV .

Allora
� Y`�N[>²<^�Í � Y`�¹²<^!Wvu+�¹²5| .

Dimostrazione. Chiaramente �¹²8d � Y`�N[>²<^�Í � Y`�¹²<^ (cfr. oss. 3.21).
Viceversa

� Y`�N[>²<^�Í � Y`�¹²<^�� } Y`�¹²<^CÍ � Y`�¹²<^!Wvu+�¹²5| .
Definizione 3.25. Un sottoinsieme � di un semireticolo V si dice
fortemente convesso, se vale la condizione

a�[cbed\�°WCm � YOa�[cb(^��i�
Lemma 3.26. V sia un semireticolo. Per un sottoinsieme �v�iV sono
allora equivalenti:
(1) � è fortemente convesso.
(2) � è un sottosemigruppo convesso di V .

Dimostrazione. Y-ä+^zWCm Y�å�^ : Siano �N[>²hdv� . Se non vale �{]Å² ,
allora

s �N[>²It�WÞ h�­� . Se invece �q]Ù² , allora
s �N[>²ItPW � Y`�N[>²<^Ã�­� per

ipotesi. Quindi � è convesso.
Inoltre �¹²8d � Y`�N[>²<^��{� .

Y�å�^nWCm Y-ä+^ : Siano �N[>²rdÅ� . Essendo � un sottosemigruppo,
abbiamo �¹²8d\� . Per ipotesi

� Y`�N[>²<^!W s �N[I�¹²It¶� s �¹²+[>²It��{� .

Proposizione 3.27. V sia un semireticolo e �N[>²´d\V . Allora
� Y`�N[>²<^ è

fortemente convesso.

Dimostrazione. Usiamo il lemma 3.26.
Dimostriamo che

� Y`�N[>²<^ è un sottosemigruppo di V .
Per ogni a\dxV , si ha

a�Y � Y`�¶^�� � Y�²<^c^�� � Y`�¶^C� � Y�²<^ ,
quindi

� Y`�¶^�� � Y�²<^ è un sottosemigruppo (infatti è un ideale, cfr. oss.
3.33).

Dall’osservazione 3.7 segue che anche
} Y`�¹²<^ è un sottosemigruppo,

e siccome l’intersezione di due sottosemigruppi di un semigruppo è
ancora un sottosemigruppo, l’osservazione 3.23 implica che

� Y`�N[>²<^ è
un sottosemigruppo.



Dimostriamo che
� Y`�N[>²<^ è convesso.

Sia a�]Æwk]±b con a�[cb\d � Y`�N[>²<^ . Allora �¹²?]±a e, ad esempio, bx]Æ� .
Ciò implica �¹²´]{w:]{� , per cui w�d � Y`�N[>²<^ .

ab

a

b

x

z

y

Osservazione 3.28. � sia una catena di V . Allora sono equivalenti:

(1) � è convessa.

(2) � è fortemente convessa.

Definizione 3.29. V sia un semireticolo e ÇÁj�V ¾Ö¿ V un’appli-
cazione.Ç si chiama una traslazione, se

Ç�Y`�¹²<^!W±�¹Ç�Y�²<^
per ogni �N[>²8dxV .

Lemma 3.30. V sia un semireticolo. Per un’applicazioneÇhj�V¬¾Ö¿¬V sono allora equivalenti:

(1) Ç è una traslazione.
(2) Ç è un omomorfismo idempotente di semigruppi tale che� YOÈ-���{ÇC^��oÈ-���{Ç .

Dimostrazione. Y-ä+^�WCmæY�å�^ : Ç sia una traslazione.
Dimostriamo prima l’idempotenza. Per ogni ��dxV si ha



Ç�Y`�¶^!WÆÇ�Y`� Â ^�W±�¹Ç�Y`�¶^ .
Quindi Ç�Y�Ç�Y`�¶^c^�WÆÇ�Y`�¹Ç�Y`�¶^c^!WÆÇ�Y`�¶^-Ç�Y`�¶^�WÆÇ�Y`�¶^ .

Dimostriamo che Ç è un omomorfismo di semigruppi.
Siano �N[>²´dxV . Allora

Ç�Y`�¹²<^!WÆÇ�Y�Ç�Y`�¹²<^c^�WÆÇ�Y`�¹Ç�Y�²<^c^�WÆÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ .
Sia infine ��]rÇ�Y�²<^ con ²8dxV . Allora

��W±�¹Ç�Y�²<^�WÆÇ�Y`�¹²<^�dxÈ-���iÇ .

Y�å�^ WCm Y-ä+^ : Per �N[>²Zd¬V abbiamo �¹Ç�Y�²<^Æ] Ç�Y�²<^ . Per ipotesi�¹Ç�Y�²<^�dòÈ-���iÇ , e l’idempotenza di Ç implica

�¹Ç�Y�²<^!WÆÇ�Y`�¹Ç�Y�²<^c^�WÆÇ�Y`�¶^-Ç Â Y�²<^!WÆÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^�WÆÇ�Y`�¹²<^
quindi Ç è una traslazione.

Definizione 3.31. V sia un semigruppo commutativo. Un ideale diV è un sottoinsieme non vuoto di V tale che V������ .
In particolare allora ������� , quindi ogni ideale è un sottosemigrup-

po.

Osservazione 3.32. V sia un semireticolo ed � un sottoinsieme non
vuoto di V . Allora sono equivalenti:
(1) � è un ideale di V .
(2)

� Y`�¶^���� per ogni �kd�� .
Ciò implica in particolare che ogni ideale in un semireticolo V con

zero contiene l’elemento più piccolo di V .

Dimostrazione. Y-ä+^�WCmæY�å�^ : Siano ��d	� ed a\]{� . AlloraafWra
�kdxV������ .
Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Siano ��d	� ed a\dxV . Allora a
��d � Y`�¶^���� .

Osservazione 3.33. V sia un semigruppo commutativo, � un sot-
tosemigruppo di V ed � un ideale di V . Allora �r�
� è un sottosemi-
gruppo di V .

Dimostrazione. Infatti Y`�i���¹^»Y`�{���¹^��{�´�i�����{�o��� .
Osservazione 3.34. V sia un semigruppo commutativo ed 
 un
insieme di ideali di V . Allora �� ��� � è un ideale di V .



Dimostrazione. Infatti V��� ��� ������ ��� V������� ��� � .
Osservazione 3.35. V sia un semireticolo, � un sottosemigruppo eØ un sottoinsieme di V .

Allora
} Y`�?^CÍ � Y`Ø�^ è fortemente convesso.

Dimostrazione. Per i lemmi 1.15 e 3.26 è sufficiente dimostrare che} Y`�?^CÍ � Y`Ø�^ è un sottosemigruppo di V .
Siano a�[?bÄd } Y`�?^�Í � Y`Ø�^ . E’ chiaro che allora anche aNbÄd � Y`Ø�^ .

Inoltre esistono �N�5[I��ÂidÚ� tali che �(�Ä]ìa e ��Âi]¬b . Ciò implica�(�>��Â´]iaNb . Per ipotesi �N�>��Â/dx� , quindi aNbkd } Y`�?^ .
Lemma 3.36. V ed _ siano semireticoli ed Çvj�V ¾
¿ _ un’appli-
cazione monotona tale che per ��[ ¸ d�V con �Á] ¸ si abbia sempres Ç�YO��^>[>Ç�Y ¸ ^Ft´�ÚÇ�Y s ��[ ¸ t`^ . � sia un sottoinsieme fortemente convesso diV . Allora Ç�Y`�?^ è un sottoinsieme fortemente convesso di _ .

Dimostrazione. Siano �N[>²´d\� . Dobbiamo dimostrare che
� Y�Ç�Y`�¶^>[>Ç�Y�²<^c^��¬Ç�Y`�?^ .

Per il lemma 3.13 abbiamo Ç�Y`�¹²<^�]rÇ�Y`�¶^-Ç�Y�²<^ e quindi
� Y�Ç�Y`�¶^>[>Ç�Y�²<^c^�Ws Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^>[>Ç�Y`�¶^Ft¶� s Ç�Y`�¶^-Ç�Y�²<^>[>Ç�Y�²<^Ft � s Ç�Y`�¹²<^>[>Ç�Y`�¶^Ft(� s Ç�Y`�¹²<^>[>Ç�Y�²<^Ft .

Siccome �¹²´]{� , l’ipotesi del lemma implica
s Ç�Y`�¹²<^>[>Ç�Y`�¶^Ft��rÇ�Y s �¹²+[I��t`^ .� è fortemente convesso, perciò

s �¹²+[I��t �i� , per cui Ç�Y s �¹²+[I��t`^��rÇ�Y`�?^ .
Nello stesso modo si dimostra che

s Ç�Y`�¹²<^>[>Ç�Y�²<^Ft �{Ç�Y`�?^ .



4. ALBERI CON INTERSEZIONE

Situazione 4.1. V sia un insieme parzialmente ordinato e �N[>²+[I¢H[<º<º<º
dZV .

Definizione 4.2. V si chiama un albero con intersezione se è un
albero e allo stesso tempo un semireticolo.

In inglese il termine più usato è tree semilattice.

a
b

q

x
ab

Nota 4.3. Diamo un esempio di un albero che non è un albero con
intersezione.

Sia V j W s ú¹[5ä+^��Äu5��[ ¸ | , dove � e ¸ sono due elementi distinti tra
loro che non appartengono all’intervallo reale

s ú¹[5ä+^ . In
s ú¹[5ä+^ usiamo

l’ordine ] numerico comune; inoltre poniamo �/]�� e �?] ¸ per ogni��d s ú¹[5ä+^ . Allora YOV\[<]/^ è un albero, ma
� YO��^PÍ � Y ¸ ^®W s ú¹[5ä+^ non

possiede un elemento massimo.

Lemma 4.4. V sia un albero con intersezione. Allora almeno due
degli elementi dell’insieme u+�¹²+[I��¢H[>²7¢+| sono uguali e predecessori del
terzo. Dopo una permutazione di �N[>²+[I¢ si ha quindi sempre la si-
tuazione: �¹²PWÆ²7¢/]{��¢ .

In particolare vediamo che u+�¹²+[I��¢H[>²7¢+| è sempre una catena.

Dimostrazione. �¹² e ²7¢ appartengono alla catena
� Y�²<^ e quindi ad

esempio, �¹²8]r²7¢ , per cui �¹²7¢�W±�¹² .��¢ e ²7¢ appartengono alla catena
� Y`¢5^ e quindi ²7¢/]{��¢ oppure ��¢/]Ì²7¢ .



(1) Sia ²7¢/]{��¢ . Allora �¹²7¢�WÆ²7¢ , per cui �¹²PWÆ²7��]{��¢ .
(2) Sia ��¢/]r²7¢ . Allora �¹²7¢�W±��¢ , per cui ��¢�W±�¹²´]r²7¢ .
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ab=bc

Lemma 4.5. Se V è un albero con intersezione, allora

�¹²´g{��¢iWCm ²7¢8W±�¹²
Dimostrazione. Segue direttamente dal lemma 4.4
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ab=bc



Osservazione 4.6. V sia un albero con intersezione. Allora

���H�CY`��¢H[>²7¢5^�W±���H� � Y`�N[>²<^�¢
Dimostrazione. u+��¢H[>²7¢+| e

� Y`�N[>²<^�¢ sono sottoinsiemi di
� Y`¢5^ e quindi

catene. Siccome �N[>²fd � Y`�N[>²<^ , è sufficiente dimostrare che per ognia\d � Y`�N[>²<^ si ha a
¢/]{��¢ oppure a
¢/]r²7¢ .
Ma per ahd � Y`�N[>²<^ si ha ad esempio a\]{� , allora a
¢/]{��¢ .
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Proposizione 4.7. V sia un semireticolo con zero. Allora sono
equivalenti:
(1) V è un albero (e quindi un albero con intersezione).
(2) Per ogni �N[>²+[I¢?dxV si ha sempre�¹²7¢´d%u+�¹²+[>²7¢+|�Í\u+��¢H[>²7¢+|�Í\u+�¹²+[I��¢+| .

Dimostrazione. V sia un albero. Per il lemma 4.4 possiamo as-
sumere che �¹²qW�²7¢i]ì��¢ . Allora �¹²7¢¥Wz�¹²qW�²7¢ , e ciò implica la
condizione Y�å�^ .

Assumiamo che la Y�å�^ sia soddisfatta. Siano �¥drV e a�[cbod � Y`�¶^ .
Per ipotesi si ha, ad esempio, ��aNb®W­��a . Allora aNb%W­��aNb®W­��a¥W¼a ,
per cui a\]ib .
Lemma 4.8. V sia un albero con intersezione.

Allora a\]{� e ao¯d � Y`�N[>²<^qWCmna\g{�¹² .
Dimostrazione. �¹² e a appartengono alla catena

� Y`�¶^ . Perciò �¹²8]ïa
oppure a¥gÁ�¹² . Ma �¹²£]�a implica a¥d s �¹²+[I��t�� � Y`�N[>²<^ , una contrad-
dizione.
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Osservazione 4.9. V sia un albero con intersezione. Allora� Y`�¶^C� � Y�²<^�� � Y`�¹²<^C� } Y`�¹²<^
Dimostrazione. Sia ahd � Y`�¶^ . Allora a e �¹² appartengono entrambi

alla catena
� Y`�¶^ , perciò �¹²´]ia oppure a\]{�¹² .

Osservazione 4.10. V sia un albero con intersezione. Allora� Y`�¶^C� � Y�²<^!W � Y`�N[>²<^C� � Y`�¹²<^
Dimostrazione. Sia ad esempio ahd � Y`�¶^ . Per l’osservazione 4.9 ciò

implica a\d � Y`�¹²<^ oppure a\d } Y`�¹²<^ .
Nel secondo caso abbiamo a\d s �¹²+[I��t�� � Y`�N[>²<^ .
Viceversa,

� Y`�¹²<^q� � Y`�¶^P� � Y�²<^ (cfr. oss.1.8), mentre dall’osser-
vazione 3.21 sappiamo anche che

� Y`�N[>²<^�� � Y`�¶^C� � Y�²<^ .
Proposizione 4.11. V sia un albero con intersezione. L’insiemeu+��a�[I��b
[I��w¶[caNb¹w¹| è sempre una catena con al massimo tre elementi.
Se gli elementi ��a�[I��b
[I��w non coincidono, allora aNb¹w è uguale al più
piccolo di essi; altrimenti ��afW±��b�W±��w:]iaNb¹w .

Dimostrazione. L’insieme u+��a�[I��b
[I��w¹| è una catena, perchè è un
sottoinsieme della catena

� Y`�¶^ .Y-ä+^ Assumiamo prima che i tre elementi non siano tutti uguali.
Allora abbiamo, a meno di una permutazione di a�[cb
[Iw , ad esempio��ah]i��beg{��w oppure ��a\g{��bk]{��w .



Nel primo caso, per il lemma 4.5, si ha b¹wÃW±��b e quindi

aNb¹w£W±��aNb�W±����a
��b�W±��a , perciò aNb¹w£W±� ËÐÏ Y`��a�[I��b
[I��w�^ .
Nel secondo caso, per il lemma 4.4, abbiamo aNb�W±��a e quindi

aNb¹w£W±��a
wÃW±��a
��w£W±��a ,

perciò anche in questo caso aNb¹wÃW±� ËÐÏ Y`��a�[I��b
[I��w�^ .
Y�å�^ Sia ��afW±��b�Wr��w . Allora ��axWr��a
��b¹��w£W±��aNb¹w:]iaNb¹w .
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Lemma 4.12. V sia un albero con intersezione. Se aigZ�¹² e aog­²7¢ ,
allora ahg{��¢ .

Dimostrazione. Usiamo i lemmi 4.4 e 4.5. L’insieme u+�¹²+[I��¢H[>²7¢+| è
una catena, quindi �¹²/]±��¢ oppure ��¢?g±�¹² . Se �¹²/]±��¢ , allora a®g±��¢ .
Se invece ��¢/g{�¹² , allora ��¢8WÆ²7¢/�ia .
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Corollario 4.13. V sia un albero con intersezione. Allora ogni
unione di catene massimali di V è un ideale di V .

Dimostrazione. Per il lemma 2.2 e l’osservazione 3.32 ogni catena
massimale di V è un ideale.

L’enunciato segue dall’osservazione 3.34.

Lemma 4.14. V sia un albero con intersezione. Siano ��d } � YOa�^
e ²8dxV con �¹²PWra e sia �\�{� . Allora �Ö²PWra .

Dimostrazione. �\�{� implica �Ö²8�{�¹²PWra . Sia �Ö²´�ia .
Siccome ���{Wñ�¥�Ùa , dal lemma 4.12 segue �¹²f�Ùa , una contrad-

dizione.

a

bu

ab=x=ub



Lemma 4.15. V sia un albero ed � un sottoinsieme convesso di V .
Se esiste ÒIÓ¶Ô�� , allora

� Y`ÒIÓ¶Ô��?^CÍ } Y`�?^!W±�o�eÒIÓ¶Ô�� .

Dimostrazione. Poniamo �Áj WïÒIÓ¶Ô�� . Allora ���Å� e quindi �ì�� YO��^ , e siccome �v� } Y`�?^ , abbiamo �v� � YO��^CÍ } Y`�?^ .
Sia aÚd � YO��^PÍ } Y`�?^ . Ciò implica che esiste un �ZdÚ� tale che�k]ia\]i� . Se a\�{� , allora afWr� per la definizione di ÒIÓ¶Ô .
Altrimenti esiste un ²´dx� tale che ²:¯d � YOa�^ . Ma a e ² appartengono

entrambi alla catena
� YO��^ , perciò a\]r² , per cui a\d s �N[>²It��{� (perchè� è convesso), e quindi a\d\� .

Corollario 4.16. V sia un albero e � un sottoinsieme convesso di V .
Se esiste ÒIÓ¶Ô�� , allora �o�eÒIÓ¶Ô�� è convesso.

Dimostrazione. Ciò segue dai lemmi 4.15 e 1.15.

Lemma 4.17. V sia un albero con intersezione ed � un sottoinsieme
fortemente convesso di V . Se esiste

ËÐÏ¶Ñ � , allora
} Y ËÐÏ¶Ñ �?^�Í � Y`�?^eW�i� ËÐÏ¶Ñ � .

Dimostrazione. Poniamo �®j W ËÐÏ¶Ñ � . Allora �%]±� , perciò �Á� } YO��^ ,
e siccome ��� � Y`�?^ , abbiamo �v� } YO��^CÍ � Y`�?^ .

Sia aÚd } YO��^PÍ � Y`�?^ . Ciò implica che esiste un �ZdÚ� tale che�h]ia\]{� . Se a\]{� , allora afWr� per la definizione di
ËÐÏ¶Ñ

.
Altrimenti esiste un ²kd{� tale che a¼¯d � Y�²<^ . La forte convessità

di � implica che �¹²£dÄ� , quindi a ed �¹² appartengono entrambi alla
catena

� Y`�¶^ , perciò a\]{�¹² oppure �¹²´]ia . Il primo caso implicherebbe
la contraddizione a%]¤² , cosicchè necessariamente �¹²?]±a . Ma alloraa\d s �N[>²It �{� per la convessità di � .

Corollario 4.18. V sia un albero con intersezione ed � un sottoin-
sieme fortemente convesso di V . Se esiste

ËÐÏ¶Ñ � , allora �Z� ËÐÏ¶Ñ � è
fortemente convesso.

Dimostrazione. Ciò segue dal lemma 4.17 e dall’osservazione 3.35.



5. ALGEBRA MEDIANA

Bibliografia. Bandelt/Hedlíková, Sholander, Isbell, van de Vel,
Verheul.

Situazione 5.1. V sia un albero con intersezione e con origine ß .
Quando non indicato diversamente, �N[>²+[I¢H[<�<�<�H[ca�[cb
[<º<º<ºNdxV\�
Definizione 5.2. L’elemento

���¥²��¥¢´j W±���H��Y`�¹²+[I��¢H[>²7¢5^
univocamente determinato per il lemma 4.4, si chiama il mediano di�N[>²+[I¢ .

Nella letteratura questo elemento viene spesso denotato con �qY`�N[>²+[I¢5^ ;
in questo modo è definita allora un’applicazione

�ïj�V��fV��fV¬¾
¿¬V
La coppia YOV\[c�h^ si chiama l’ algebra mediana di V .

ab=ac

a

b
c

bc=a+b+c

Osservazione 5.3. Sia ah]{�¹² . Allora

���¥²��ÄafW±�¹²



In particolare

���¥²��¥ß�W±���o²��¥�¹²PW±�¹²
Dimostrazione. Per l’osservazione 3.7 si ha ��a\]{�¹² e ²>ah]{�¹² .
Perciò ���H�CY`�¹²+[I��a�[>²>a�^�W±�¹² .

ab=a+b+x

a

b

x

Osservazione 5.4. Sono equivalenti:
(1) ��afWÆ²>a
(2) ��a�[>²>a\]{�¹²
(3) ���o²��ÄafW±�¹²

Dimostrazione. L’equivalenza tra (1) e (2) segue dal lemma 4.4, l’e-
quivalenza tra (2) e (3) è una conseguenza immediata della definizione
5.2.

Osservazione 5.5.
} Y`���o²��¥¢5^!W } Y`�¹²<^CÍ } Y`��¢5^CÍ } Y�²7¢5^

Dimostrazione. Sia ad esempio �¹²�WÆ²7¢´]{��¢ .
Allora

} Y`��¢5^�� } Y`�¹²<^!W } Y�²7¢5^ e quindi
} Y`���o²��¥¢5^!W } Y`��¢5^!W} Y`�¹²<^CÍ } Y`��¢5^CÍ } Y�²7¢5^ .

Osservazione 5.6. ���q²���¢ è una funzione simmetrica di �N[>²+[I¢ , non
cambia cioè se effettuiamo una permutazione degli argomenti.



Proposizione 5.7. ���¥²��¥¢ è l’unico elemento dell’intersezione� Y`�N[>²<^�Í � Y`�N[I¢5^CÍ � Y�²+[I¢5^�Wvu+���o²��¥¢+|
Dimostrazione. Sia a¡j W����Z²��Á¢ . Per il lemma 4.4 possiamo

assumere che �¹²�WÆ²7¢´]{��¢8Wra .

(1) Allora �¹²{]zañ]�� e quindi añd � Y`�N[>²<^>[>²7¢Æ]zañ]�¢ e quindia\d � Y�²+[I¢5^ , infine axWr��¢/d � Y`�N[I¢5^ .
(2) Sia b\d � Y`�N[>²<^ Í � Y�²+[I¢5^�Í � Y`�N[I¢5^ . Allora in particolare b\d � Y`�N[I¢5^ ,

per cui a%WÁ��¢£]vb . L’ipotesi bhd � Y`�N[>²<^ Í � Y�²+[I¢5^�Í � Y`�N[I¢5^ implica
che si verifica almeno una delle quattro situazioni:

bk]{� e bk]r²bk]{� e bk]{¢bk]r² e bk]{�bk]r² e bk]{¢
Ciò significa però che b¥]­w per un elemento di u+�¹²+[I��¢H[>²7�N[>²7¢+| e
quindi bk]ia . Siccome a\]ib , ciò implica afWrb .

ab=a+b+c

a

b

c

bc=ac

Definizione 5.8. Diciamo che a si trova tra � e ²+[ se a\d � Y`�N[>²<^ .



ab

a
b

x

La proposizione seguente dà un criterio algebrico perchè ciò accada.
Proposizione 5.9. ahd � Y`�N[>²<^ql�mí���o²��ÄafWra

Dimostrazione. Sia a\d � Y`�N[>²<^ , ad esempio �¹²8]ia\]{� . Allora��axW{a�[I�¹²´]iafW±��a�[>²>axWÆ²7��a\]{�¹² , quindi axWr�x��a�Y`�¹²+[>²>a�[I��a�^ .
Sia viceversa ���¥²��qafWra . Allora u5aC|?W � Y`�N[>²<^CÍ � Y`�N[ca�^�Í � Y�²+[ca�^ , e

quindi a\d � Y`�N[>²<^ .
Osservazione 5.10. a\d � Y`�N[cb(^ e bkd � Y`�N[ca�^qWCmnafWrb

Dimostrazione. Le ipotesi implicano afW±���Äb��ÄafWrb .
Corollario 5.11.

� Y`�N[ca�^!W � Y`�N[cb(^qWCmnafWrb
Osservazione 5.12. Sono equivalenti:
(1) �\d � Y`�¶^C� � Y�²<^ .
(2) L’insieme u+�¹²+[c�C| è una catena e ���o²��Ä�fW±���H�CY`�¹²+[c��^ .

Dimostrazione. Y-ä+^ WCm Y�å�^ : Sia ad esempio �Þd � Y`�¶^ . Allorau+�¹²+[c�C| è un sottoinsieme della catena
� Y`�¶^ e quindi è una catena.

Inoltre se �\d � Y`�¶^ , si ha � �?²!�´�fW±���H�CY`�¹²+[I����[>²>��^�W±���H�CY`�¹²+[c��[>²>��^�W���H�CY`�¹²+[c��^ ; se invece �hd � Y�²<^ si ha ugualmente � �?²!�´�fW±���H�CY`�¹²+[I����[>²>��^�W���H�CY`�¹²+[I����[c��^�W±���H��Y`�¹²+[c��^ .
Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Se u+�¹²+[c�C| è una catena, abbiamo �¹²´]i� oppure �\]X�¹² .
Nel primo caso abbiamo �"�h²#�x�eWr� . Dalla proposizione 5.9 segue�hd � Y`�N[>²<^�� � Y`�¶^�� � Y�²<^ per l’ osservazione 3.23. Se invece �hd � Y`�¹²<^ ,

allora �\d � Y`�¶^CÍ � Y�²<^ , e quindi anche �\d � Y`�¶^C� � Y�²<^ .



Definizione 5.13. Poniamo

���¥²´j W ü � ���o²��Äa\j�V¬¾
¿¬V
���¥² è quindi un elemento di VhÉ , non un elemento di V .

Corollario 5.14.
� Y`�N[>²<^!W%$�&Fa�Y`���o²<^!W%���f�qY`���o²<^ .

Si ha inoltre

���¥²��ÄafW±���H�CY`�¹²+[ � Y`�N[>²<^#a�^
Per queste ragioni �'�%²(�®a può essere concepito come la proiezione dia su

� Y`�N[>²<^ .
Dimostrazione. La prima uguaglianza segue dalla proposizione 5.9.
Inoltre si ha sempre

Ê�Ë ��½o�rÈ-���i½ , e dalla proposizione 5.7 segue
che Y`���¥²<^#ahd � Y`�N[>²<^ per ogni a\dxV .

L’ultima affermazione segue dall’osservazione 4.6, tenendo conto
della definizione 5.2 e dell’osservazione 1.10.

ab

a

b

x

a+b+x

Corollario 5.15. L’applicazione ���o² è idempotente, quindi

���¥²��ÆY`���o²��Äa�^!W±���o²��Äa



Osservazione 5.16. ���¥� è l’applicazione costante
ü � � , cioè

���Ä���ÄafW±�
Dimostrazione. Ciò segue da ���¥���ÄafW±���H�CY`�N[I��a�[I��a�^�W±� .

a=a+a+x

ax

x

Definizione 5.17. Per ��[IØk[7�Á�iV sia

�)�¥Ø*�i�Áj Wvu+���o²��¥¢�y$��d\��[>²´d\Øk[I¢´d®� }

Osservazione 5.18. � sia un sottoinsieme di V . Allora

���{�+�¥�+�ÄV (*)

Sono equivalenti:

(1) � è fortemente convesso.
(2) �+�¥�+�ÄV¬�{� .
(3) �+�¥�+�ÄVXW±� .

Dimostrazione. Il corollario 5.14 implica la (*).Y-ä+^ÆWCm Y�å�^ : � sia fortemente convesso, �N[>²�d�� ed a�d%V . Allora,
per la proposizione 5.7, ���¥²��Äa\d � Y`�N[>²<^��{� .Y�å�^qWCmæY�ç�^ : Segue dalla relazione (*).Y�ç�^~WCm Y-ä+^ : Sia �,�±�,�±V WÅ� . Siano �N[>²\dÆ� ed a¤d � Y`�N[>²<^ .
Allora, per la proposizione 5.9, axW±���o²��Äa\d\�+�¥�)�qV¬�{� .



Lemma 5.19. ���o² è un endomorfismo di YOV\[<º ^ , abbiamo cioè

Y`���o²<^#� ¸ WZY`���o²<^#�kº�Y`���o²<^ ¸
oppure, equivalentemente,

���¥²��Ä� ¸ WZY`���o²��Ä��^»Y`���o²�� ¸ ^
Dimostrazione. Utilizzando l’osservazione 1.10 e il lemma 3.8 ab-

biamo

Y`���o²��Ä��^»Y`���o²��Ä��^!W±���H�CY`�¹²+[I����[>²>��^����H� Y`�¹²+[I� ¸ [>² ¸ ^W±���H�CY`�¹²+[I�¹² ¸ [I�¹² ¸ [I�¹²>��[I��� ¸ [I�¹²>� ¸ [I�¹²>��[I�¹²>� ¸ [>²>� ¸ ^W±���H�CY`�¹²+[I��� ¸ [>²>� ¸ ^WZY`���o²��Ä� ¸ ^
Definizione 5.20. Un’applicazione ½Äj�VÌ¾Ö¿¬V si chiama un endomorfi-
smo ternario, se

½�Y`���o²��¥¢5^!WÆ½ ���o½�²��o½ ¢
per ogni �N[>²+[I¢/dxV .

Un endomorfismo ternario idempotente la cui immagine è forte-
mente convessa si chiama una retrazione.

Proposizione 5.21. Per un’applicazione ½¡j8VÛ¾
¿ÛV sono equi-
valenti:
(1) ½ è una retrazione;
(2) ½�Y`���o²��Äa�^�WÆ½ ���o½�²��Äa per ogni �N[>²+[cahdxV ;
(3) ½
-?Y`���o²<^�WÆ½ ���o½�² per ogni �N[>²8dxV .

Dimostrazione. Y-ä+^�WCmæY�å�^ : ½ sia una retrazione. Siano �N[>² e a\d¼V .
Siccome l’immagine di ½ è fortemente convessa, ½ �.�r½�²/�ia appar-
tiene all’immagine (cfr. oss. 5.18), su cui ½ , essendo idempotente,
opera come l’identità. Perciò

½ ���o½�²��ÄafWÆ½�Y�½ ���o½�²��qa�^WÆ½ Â ���¥½ Â ²��¥½�aWÆ½ ���o½�²��ÄaWÆ½�Y`���o²��Äa�^



Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Dimostriamo prima l’idempotenza:

½ Â afWÆ½�Y�½�a0�o½�a0�Äa�^WÆ½�a1�o½ Â a1�o½�axWÆ½�a
Dimostriamo che ½ è un omomorfismo ternario:

½�Y`���o²��¥¢5^!WÆ½ Â Y`���o²��¥¢5^WÆ½�Y�½ ���o½�²��¥¢5^WÆ½ ���o½ Â ²��o½ ¢WÆ½ ���o½�²��o½ ¢
Dimostriamo che l’immagine di ½ è fortemente convessa. Ciò segue
direttamente dall’osservazione 5.18 e dalla stessa ipotesi:

½ ���o½�²��qaxWÆ½�Y`���o²��Äa�^
Y�å�^ql�mæY�ç�^ : Chiaro.

Proposizione 5.22. Ogni retrazione è un endomorfismo di YOV\[<º ^ .
Dimostrazione. Siano �N[>²´dxV . Allora

½�Y`�¹²<^�WÆ½�Y`���o²��¥ß�^�WÆ½ ���o½�²��Äß�WÆ½ ��ºH½�²
Lemma 5.23. ½oj�V~¾Ö¿~V sia un endomorfismo di YOV\[<º ^ . Allora ½ è
un endomorfismo ternario.

Dimostrazione. Per ipotesi abbiamo

½�Y`�¹²<^!WÆ½ �¹½�²½�Y`��¢5^�WÆ½ �¹½ ¢½�Y�²7¢5^�WÆ½�²»½ ¢
quindi

½!u+�¹²+[I��¢H[>²7¢+|ÃW¤uH½ �¹½�²+[>½ �¹½ ¢H[>½�²»½ ¢+|



Per l’osservazione 3.11 ½ è un’applicazione monotona e dall’osser-
vazione 1.11 segue che

½�Y`���o²��¥¢5^!WÆ½Ã���H��Y`�¹²+[I��¢H[>²7¢5^W±���H��½!u+�¹²+[I��¢H[>²7¢+|W±���H�CY�½ �¹½�²+[>½ �¹½ ¢H[>½�²»½ ¢5^WÆ½ ���¥½�²��o½ ¢
Corollario 5.24. ���o² è un endomorfismo ternario, quindi���¥²��ÆYOa1�Äb��¥w�^!WZY`���o²��Äa�^2�ÆY`���o²��qb(^2�ÆY`���o²��¥w�^

Dimostrazione. Dal lemma 5.19 sappiamo che ���o² è un endomor-
fismo di YOV\[<º ^ , e dal lemma 5.23 segue che �1�±² è un endmorfismo
ternario.

Corollario 5.25. ��Y`���o²��¥¢5^!Wr�
���q�Ö²��Ä�
¢
Dimostrazione. Ciò segue dal corollario 5.24 perchè

ü � �NaxWr�1�¥ß .
Teorema 5.26. ���o² è una retrazione, abbiamo cioèY`���o²<^(-?YO�0� ¸ ^�WZY`���o²<^#�0�±Y`���o²<^ ¸
oppure, equivalentemente,���¥²��ÆYO�1� ¸ �qa�^!WZY`���o²��Ä��^(�ÆY`���o²�� ¸ ^2�Äa

Dimostrazione. ���o² è idempotente per il corollario 5.15.È-���\Y`�3�k²<^!W � Y`�N[>²<^ è fortemente convessa per la proposizione 3.27.
Dal corollario 5.24 sappiamo che �/�®² è un endomorfismo ternario.

Corollario 5.27. Y`�3��a"��b(^4�hY`�3��b���w�^4�hY`�3��w2��a�^CW±�3��a"�hY`�3��b���w�^
Dimostrazione. Poniamo �\j WÆ���Äb��¥w . Allora

Y`���Äa1�Äb(^2�±Y`���Äb��¥w�^2�ÆY`���¥w��Äa�^�WZY`���Äa1�Äb(^(�Ä�1�ÆY`���¥w��Äa�^W±���Äa1�ÆYOb��Ä�1�¥w�^W±���Äa1�ÆYOb��ÆY`���Äb��¥w�^2�¥w�^W±���Äa1�ÆY`���Äb��¥w�^
usando prima il teorema 5.26 e poi il corollario 5.15.



Osservazione 5.28. Siano a\d � Y`�N[>²<^>[I�ed � YOa�[cb(^ e ²8d � YOb
[I¢5^ .
Allora a\d � Y`�N[I¢5^ .
Dimostrazione. Abbiamo

���¥¢��ÄafWZY`���Äa1�Äb(^(�¥¢5�ÆY`���Äa1�o²<^W±���Äa0�±YOb��¥¢��o²<^W±���o²��qaxWra
utilizzando il teorema 5.26.

ab

a

b

c

x
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Osservazione 5.29. Sia a\d � Y`�N[>²<^ . Allora� Y`�N[cb(^�Í � YOb
[>²<^�� � YOa�[cb(^
per ogni bkdxV .

Dimostrazione. Sia w�d � Y`�N[cb(^�Í � YOb
[>²<^ . Allora

w£W±w��¥w��ÄaWZY`���Äb��¥w�^2�ÆY�²��qb��Äw�^2�ÄaWrb��¥w��ÆY`���o²��Äa�^�Wrb��¥w��Äa
utilizzando ancora il teorema 5.26.



ab

a

bx

y

Osservazione 5.30. ½Äj�V¬¾
¿¬V sia una retrazione. Allora

½�axWra1�o½�a0�¥½��
per ogni a�[c�hdxV .

Dimostrazione. Infatti ½�afWÆ½�YOa0�Äa0�q��^!Wra1�o½�a0�o½�� .

Lemma 5.31. ½�[76rj�VÌ¾Ö¿¬V siano due retrazioni tali cheÈ-���{½fÍkÈ-���+6vpWÆ  .
Allora ½86iW96�½ .
Più precisamente per ogni �kdxÈ-���i½xÍkÈ-���:6 si ha

½86�axW96�½�a\W±½�a0�;6�a0�¥�
per ogni a\dxV .

Dimostrazione. Sia �¥W¡½��ÆW<6 ¸ un elemento di È-���i½qÍhÈ-���+6 .
Usando l’osservazione 5.30 e l’idempotenza di ½ e 6 abbiamo

½86�axWÆ½�YOa0�;6�a0�¥�¶^WÆ½�a0�;6�a1�o½ �WÆ½�a0�;6�a1�¥�
L’ enunciato segue per simmetria.



Proposizione 5.32. Le applicazioni �=�¥� e ��� ¸ commutano, si ha
cioè

Y`���Ä��^(-?Y`��� ¸ ^�WZY`��� ¸ ^2-/Y`���Ä��^
Dimostrazione. Poichè �ÆdZÈ-���xY`���¤��^�Í%È-���xY`��� ¸ ^ , l’enunciato

segue dal lemma 5.31.

Corollario 5.33. L’espressione �>�±a��¼Y`�0�±b>�Æw�^ è simmetrica ina�[cb
[Iw .
Dimostrazione. Ciò segue sia dal corollario 5.24 che dalla propo-

sizione 5.32.

Proposizione 5.34. Sono equivalenti:
(1) Y`���o²<^#axWZY`���o²<^#b .
(2) YOa1�Äb(^���WZYOa1�Äb(^-² .

Dimostrazione. Sia w�j W±���o²��ÄafW±���o²��qb . Allora

w�dxÈ-���xY`���qa�^CÍkÈ-���xY�²��Äb(^w�dxÈ-���xY�²��Äa�^CÍkÈ-���xY`���Äb(^
Dal lemma 5.31 seguono

Y`���Äa�^(-?Y�²��Äb(^!WZY�²��Äb(^(-?Y`���Äa�^Y�²��qa�^2-?Y`���Äb(^!WZY`���Äb(^(-?Y�²��Äa�^
Usando anche il corollario 5.33 abbiamo

���Äa1�Äb�WZY`���Äa�^(-?Y�²��Äb(^#b�WZY�²��Äb(^(-?Y`���Äa�^#bWÆ²��Äb��ÆY`���Äa1�Äb(^�W±���Äb��ÆY�²��Äa1�Äb(^WZY`���Äb(^(-?Y�²��Äa�^#b�WZY�²��Äa�^2-/Y`���Äb(^#bWÆ²��Äa1�Äb
Corollario 5.35. Siano a\d � Y`�N[>²<^ e bkd � Y`�N[ca�^ .

Allora bkd � Y`�N[>²<^ e a\d � YOb
[>²<^ .



Dimostrazione. Utilizzando il corollario 5.33 abbiamo

���o²��Äb�W±���o²��ÆY`���Äa1�Äb(^W±���Äb��ÆY`���o²��Äa�^W±���Äb��ÄafWrb
e

b��o²��ÄafWZY`���Äa1�Äb(^(�o²��ÄaWZY`���o²��Äa�^(�Äb��ÄaWra1�Äb��ÄafWra
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Corollario 5.36. a\d � Y`�N[>²<^ql�m � Y`�N[ca�^�� � Y`�N[>²<^
Dimostrazione. Usiamo la proposizione 5.9 e il corollario 5.33. Siaa\d � Y`�N[>²<^ . Dalla proposizione 3.27 segue

� Y`�N[ca�^�� � Y`�N[>²<^ .
Viceversa

� Y`�N[ca�^�� � Y`�N[>²<^ implica a\d � Y`�N[>²<^ perchè a\d � Y`�N[ca�^ (cfr.
oss. 3.21).

Proposizione 5.37.
� Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^�W � YO��[I���o²��Ä��^

Dimostrazione. Sia a®d � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^ . Allora a0�o���¥�\W¤a0�¥�0�²�WÀa , quindi

�1�ÆY`���o²��Ä��^2�ÄafWr�1�ÆY`���Äa0�q��^2�o²PWr�1�Äa0�¥²�Wra



Ciò implica che a\d � YO��[I���o²��Ä��^ .
Viceversa abbiamo ahd � Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^ e ���¥²��q�\d � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^

per la proposizione 5.7. Dalla proposizione 3.27 segue� YO��[I���o²��Ä��^�� � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^
Corollario 5.38. �\d � Y`�N[>²<^ql�m � Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^�Wvu5�C|

Dimostrazione. Ciò segue direttamente dalle proposizioni 5.37 e
5.9.

Corollario 5.39. Sono equivalenti:
(1)

� Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^�W � Y`�N[c��^ .
(2) ��d � YO��[>²<^ .

Dimostrazione. Per la proposizione 5.37 abbiamo� Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^!W � YO��[I���o²��q��^
Ma dall’osservazione 5.10 sappiamo che

� YO��[I���v²?�Æ��^eW � Y`�N[c��^ è
equivalente a ���o²��Ä�fW±� e quindi a �kd � YO��[>²<^ .
Osservazione 5.40.
(1) a\d s ����[I��t e ai¯d � Y`�N[>²<^qWCmna\d � YO��[>²<^
(2) a\d � Y`�N[c��^ e ao¯d � Y`�N[>²<^�WCmnahd � YO��[>²<^

Dimostrazione.
(1) L’ipotesi implica a\]{� e siccome ao¯d � Y`�N[>²<^ , dal lemma 4.8 seguea\g{�¹² (e quindi anche a\]r² ).

Abbiamo perciò ���®]ra%gr�¹² , e il lemma 4.5 implica �Ö²8W¤��� . Da
ciò segue però �Ö²´]ia\]r² , quindi a\d s �Ö²+[>²It�� � YO��[>²<^ .

(2) Si ha ahd s ����[I��t(� s ����[c�(t per ipotesi.
Se ahd s ����[I��t , l’enunciato segue direttamente dalla (1).
Sia invece a\d s ����[c�(t e supponiamo, per assurdo, che ai¯d � YO��[>²<^ .
Scambiando � con � nella (1) otteniamo a\d � Y`�N[>²<^ , una contrad-
dizione.
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Corollario 5.41.
� Y`�N[>²<^�� � Y`�N[c��^�� � YO��[>²<^

Lemma 5.42. � e Ø siano due sottoinsiemi fortemente convessi di V
tali che �iÍeØñpWÆ  . Allora �o�eØ è fortemente convesso.

Dimostrazione. Scegliamo a\d\�oÍeØ . Siano �N[>²´d\�o�eØ .
Se �N[>²8d\� oppure �N[>²8d\Ø , allora

� Y`�N[>²<^��{� oppure
� Y`�N[>²<^��{Ø .

Assumiamo che ��d\� e ²8d\Ø . Allora
� Y`�N[ca�^��{� e

� YOa�[>²<^��{Ø . Dal
corollario 5.41 sappiamo che

� Y`�N[>²<^�� � Y`�N[ca�^C� � YOa�[>²<^��{�o�eØ .

Proposizione 5.43. Sono equivalenti:
(1) �\d � Y`�N[>²<^
(2)

� Y`�N[c��^C� � YO��[>²<^�W � Y`�N[>²<^
(3)

� Y`�N[c��^C� � YO��[>²<^�� � Y`�N[>²<^
(4)

� Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^�Wvu5�C|
Dimostrazione. L’equivalenza tra Y-ä+^ e YOé�^ segue dal corollario 5.38,

l’ equivalenza tra Y-ä+^ e Y�ç�^ dal corollario 5.36.
E’ chiaro inoltre che Y�å�^ implica Y�ç�^ .
L’implicazione Y�ç�^�WCmæY�å�^ , infine, segue dal corollario 5.41.
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Proposizione 5.44. Y � Y`�N[c��^»� � YO��[>²<^c^»� � Y`�N[>²<^�WZY � Y`�N[c��^»Í � YO��[>²<^c^»�Ãu+�@�²��Ä�C|
Dimostrazione. Sia prima ahdqY � Y`�N[c��^�� � YO��[>²<^c^Ö� � Y`�N[>²<^ . Dall’osser-

vazione 5.40 segue che ahd � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^ .
Sia afW±���o²��Ä� . Per la proposizione 5.7 ciò significa

a\d � Y`�N[>²<^�Í � Y`�N[c��^CÍ � YO��[>²<^ , una contraddizione.

Sia viceversa a\d � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^ . Ma a\d � Y`�N[c��^�Í � YO��[>²<^ implicaa\d � Y`�N[c��^�� � YO��[>²<^ , allora sicuramente ahd � Y`�N[c��^�� � YO��[>²<^ . Se inoltreaqpW±���o²��Ä� , di nuovo la proposizione 5.7 implica ai¯d � Y`�N[>²<^ .
Osservazione 5.45. Siano a\d � Y`�N[>²<^ ed �\d � YOa�[ ¸ ^ .

Allora a\d � Y`�N[ ¸ ^�� � YO��[>²<^ .
Dimostrazione. Assumiamo a±¯d � Y`�N[ ¸ ^ e aÆ¯d � YO��[>²<^ . Dal corollario

5.41 segue
� Y`�N[>²<^�� � Y`�N[ ¸ ^�� � Y ¸ [>²<^ , ciò implica a\d � Y ¸ [>²<^ .

Di nuovo per il corollario 5.41 abbiamo però� Y ¸ [>²<^�� � Y ¸ [c��^�� � YO��[>²<^
e quindi a\d � Y ¸ [c��^ .

Ma a\d � YOa�[ ¸ ^ , e dall’osservazione 5.10 vediamo che axWr� e quindi�i¯d � YO��[>²<^ , una contraddizione.
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Proposizione 5.46. ���Äa1�ÆY`���qb��¥w�^!W±���H�CY`��a�[I��b
[I��w¶[caNb¹w�^
Dimostrazione. Utilizzando l’osservazione 1.10 e il proposizione

4.11 abbiamo

���Äa1�ÆY`���Äb��¥w�^!Wr���H��Y`��a�[I�ÖY`���Äb��¥w�^>[ca�Y`���qb��Äw�^c^Wr���H��Y`��a�[I���¥��b��¥��w¶[I��a0�qaNb��Äa
w�^Wr���H��Y`��a�[I��b
[I��w¶[I��b¹w¶[I��aNb
[I��a
w¶[caNb¹w�^Wr���H��Y`��a�[I��b
[I��w¶[caNb¹w�^
Lemma 5.47. �=�ia���Y`�.�ib.�rw�^ coincide con �=�ia��ib oppure con���qa0�Äw .

Dimostrazione. Usando la proposizione 5.46, poniamo

�hj W±���Äa1�ÆY`���Äb��¥w�^!W±���H�CY`��a�[I��b
[I��w¶[caNb¹w�^¸ j W±���Äa1�Äb�W±���H�CY`��a�[I��b
[caNb(^A j W±���Äa1�¥w£W±���H�CY`��a1�¥��w��Äa
w�^
Per la proposizione 4.7 abbiamo ad esempio aNb�WraNb¹w . Da ciò segue�xW±���H�CY`��a�[I��b
[I��w¶[caNb(^ e quindi ¸ ]i� .

Sia ¸ gÚ� . Allora si ha �±Wñ��w e ��aÆgò��w , mentre dal lemma 4.5
segue che a
wÃW±��a . Quindi A W±���H��Y`��a�[I��w¶[ca
w�^�W±��wÃWr� .



Definizione 5.48. Per un elemento fissato a\dxV definiamo un’opera-
zione binaria - � su V con

��- � ²8j WÆ���o²��Äa
- � si chiama il prodotto relativo ad a in V .

Teorema 5.49. a¤d¤V sia un elemento fissato. Allora YOV\[B- � ^ è un
albero con intersezione il cui elemento più piccolo è a .

Dimostrazione. Scriviamo - per - � .
Dimostriamo prima che YOV\[B-�^ è un semireticolo.

Dobbiamo allora dimostrare le seguenti identità per ogni �N[>²+[I¢?dZV :

��-/Y�²�-�¢5^!WZY`��-P²<^(-�¢��-�²�WÆ²�-����-���W±�
Se scriviamo queste identità in termini dell’algebra mediana, esse
diventano:

���ÆY�²��¥¢��Äa�^(�ÄaxWZY`���o²��Äa�^2�¥¢��Äa���o²��ÄaxWÆ²��¥���Äa���¥���ÄaxW±�
La prima è il corollario 5.33, la seconda l’osservazione 5.6, la terza
l’osservazione 5.16. YOV\[B-�^ è quindi un semireticolo.

Siccome �0-/a¤W¡�>�±a��±a¤WÅa per ogni �rd¤V , vediamo che a è
l’elemento più piccolo di YOV\[B-�^ .

Rimane da dimostrare che YOV\[B-�^ è un albero.
Verifichiamo la condizione della proposizione 4.7.
Siano �N[>²+[I¢kdiV . Per il lemma 5.47 �.-´²/-´¢�WÙ�.�ÁY�²/�r¢C�{a�^��{a

è uguale ad ���Æa��v²®W¬��-�² oppure a �>�¤a��¤¢%W¬��-�¢ , questo è
esattamente quello che dovevamo dimostrare.

Corollario 5.50. L’insieme u+�?�®a��hb
[I�?�®a��®w¶[I�?�®b?�®w¹| possiede al
massimo due elementi.



Dimostrazione. Ciò segue applicando il lemma 4.4 all’albero YOV\[B- þ ^ .
Teorema 5.51. Il cammino da � a ² in YOV\[B- � ^ coincide con

� Y`�N[>²<^ .
Dimostrazione. Denotiamo, per questa dimostrazione, con

� � Y`�N[>²<^
il cammino da � a ² in YOV\[B- � ^ .

Per ��[ ¸ dxV scriviamo �\] � ¸ se �1- � ¸ Wr��[ cioè se �1� ¸ �ÄafWr� .
(1) Sia �\d � � Y`�N[>²<^ e ad asempio ��- � ²8] � �h] � � . Allora

���o²��ÄafWZY`���o²��Äa�^(�Ä�1�Äa�fWr�1�¥���qa
Perciò

���o²��Ä�fW±���o²��ÆYO�1�¥���Äa�^!W±���Ä�1�ÆY�²��¥���Äa�^W±���Ä�1�ÆYcY`���o²��Äa�^(�Ä�1�Äa�^WZY`���o²��Äa�^2�q�0�ÆY`���Ä�1�Äa�^WZY`���o²��Äa�^2�q�0�Ä�fWr�
e quindi �\d � Y`�N[>²<^ .

(2) Sia ora �\d � Y`�N[>²<^ , cioè ���o²��Ä�xWr� . Allora

Y`���¥²��Äa�^(�Ä�1�ÄafWZY`���o²��Äa�^(�ÆY`���o²��Ä��^2�ÄaW±���¥²��ÆYOa1�Ä�1�Äa�^!W±���o²��Äa
e quindi ��- � ²8] � � . (*)

Rimane da dimostrare che �xWr���Ä�1�Äa oppure �fWÆ²��Ä�1�Äa .
Dal corollario 5.50 sappiamo che l’insieme

u+���o²��Ä��[I���Äa1�Ä��[>²��Äa1�Ä�C|?Wvu5��[I���Äa1�Ä��[>²��Äa1�Ä�C|
possiede al massimo due elementi.

Se �fW±���Äa1�Ä� o �fWÆ²��Äa1�Ä� , abbiamo la situazione desiderata.
Altrimenti �0�±a	�±�ÆWï²'�±a	�±� . Dalla proposizione 5.34 segue

allora

���¥²��ÄafW±���o²��Ä�fWr�



e quindi ���Ä�1�ÄafW±���±Y`���o²��Äa�^2�ÄafW±���o²��ÄafWr�
Insieme con (*) ciò implica �\d � � Y`�N[>²<^ .
Teorema 5.52. Il mediano di �N[>²+[I¢ in YOV\[B- � ^ coincide con ���o²��¥¢ .

Dimostrazione. Ciò segue dalla proposizione 5.7 e dal teorema 5.51.

Corollario 5.53. ½¥j�V~¾
¿zV sia un’applicazione. Allora sono equi-
valenti:

(1) ½ è una retrazione.

(2) ½ è una retrazione di YOV\[B- � ^ per ogni a\dxV .

(3) Esiste un a\dxV tale che ½ sia una retrazione di YOV\[B- � ^ .
Dimostrazione. Ciò segue dal teorema 5.52, tenendo conto della

caratterizzazione delle retrazioni nelle proposizione 5.21.

Osservazione 5.54. ½rjNVÀ¾Ö¿ôV sia un’applicazione ed aÄdqV tale
che ½ sia una traslazione di YOV\[B- � ^ . Allora a\dxÈ-���{½ .

Dimostrazione. Abbiamo

afWra0�qa0�o½�afWra1- � ½�axWÆ½�YOa0- � a�^�dfÈ-���{½
Osservazione 5.55. ½Äj�VÌ¾Ö¿¬V sia una traslazione. Allora ½ è una
retrazione.

Dimostrazione. Per il lemma 3.30 abbiamo ½�Y`�¹²<^!WÆ½ �¹½�²8W±�¹½�² per
ogni �N[>²´dfV . Usando l’osservazione 1.11 abbiamo

½�Y`���o²��¥¢5^!WÆ½Ã���H��Y`�¹²+[I��¢H[>²7¢5^W±���H�CY�½�Y`�¹²<^>[>½�Y`��¢5^>[>½�Y�²7¢5^c^W±���H�CY�½ �¹½�²+[I¢<½ �N[I¢<½�²<^WÆ½ ���o½�²��¥¢
Proposizione 5.56. Per un’applicazione ½¡j8VÛ¾
¿ÛV sono equi-
valenti:
(1) ½ è una retrazione.
(2) ½ è una traslazione di YOV\[B- � ^ per ogni a\dxÈ-���i½ .
(3) Esiste a\dxV tale che ½ è una traslazione di YOV\[B- � ^ .



Dimostrazione. Y-ä+^�WCmæY�å�^ : Sia a\dxÈ-���i½ . Allora

½�Y`��- � ²<^�WÆ½�Y`���¥²��Äa�^(�¥���o½�²��o½�afW±���o½�²��ÄafW±��- � ½�²
Y�å�^èWCm Y�ç�^ : Chiaro, perchè È-���{½ÌpWì  , essendo V pWì  per la

definizione 2.1.

Y�ç�^qWCmæY-ä+^ : Ciò segue dall’osservazione 5.55 e dal corollario 5.53.

Osservazione 5.57. a\]{�N[!bk]r² e w:]{¢ implica a"��b���w:]{�3�k²D��¢ .
Dimostrazione. Dall’ipotesi seguono aNb{]Þ�¹²+[Ãa
w¥]Þ��¢ e b¹w¥]ò²7¢ .

Quindi a1�Äb��¥w£W±���H�CYOaNb
[ca
w¶[cb¹w�^�]{���H�CY`�¹²+[I��¢H[>²7¢5^�W±���o²��¥¢ .



6. RAMIFICAZIONE NELL’ ORIGINE

Situazione 6.1. V sia un albero con intersezione e con origine ß .
Quando non indicato diversamente, �N[>²+[I¢H[<�<�<�H[ca�[cb
[<º<º<ºNdxV .
Si noti che per ��dxV si ha�hpW±ß¤l�mí���{ß
Definizione 6.2. Un sottoinsieme � di V si chiama indiviso (in q),
seßx¯d\� � � �
In altre parole, si chiede che per �N[>²kdr� con �q�Ùß e ²��Ùß si abbia
sempre �¹²´�iß .
Denotiamo con È ÏFE V l’insieme dei sottoinsiemi indivisi di V e conG�H j W%Ih�H�PÈ ÏFE V
l’insieme dei sottoinsiemi indivisi massimali. Gli elementi di

G�H
verranno chiamati rami di V .

Osservazione 6.3.
(1) ��d	��õCð�V per ogni ��dxV .
(2) Siano ��d	��õCð�V e ØÙ�{� . Allora ØÙdxÈ ÏFE V .

Osservazione 6.4. � sia una catena di V . Allora �ÁdxÈ ÏFE V .

Dimostrazione. Siano a�[cbed®� � [ ad esempio ah]ib .
Allora aNb�Wra\�{ß .

q

y

x=xy



Proposizione 6.5. � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V per ogni �\pW±ß .
Dimostrazione. Siano a�[cbed � Y`�¶^ .
Se a�[cbe]{� oppure ah]i�k]ib , allora

s a�[cb�t è una catena e l’enunciato
segue dall’osservazione 6.4.

Altrimenti a�[cbk�{� e quindi aNbk�{�k�{ß .
Lemma 6.6. Siano ��[IØk[I§ñ�iV con �i�k§ÅdfÈ ÏFE V\[I§Z�eØÙdxÈ ÏFE V .§ contenga un elemento pW±ß .

Allora �i�kØÙdxÈ ÏFE V .

Dimostrazione. Siano �kd\� � e ²8d\Ø � .
Per ipotesi esiste ðfd�§ � . Allora ��ðf�¤ß e ð�²��vß e dal lemma 4.12

segue che �¹²8�{ß .

ab=db

a

b

d

ad

q

Corollario 6.7. Siano ��[IØ~d{È ÏFE V . �ÆÍhØ contenga un elementopW±ß . Allora:

(1) �o�eØÙdxÈ ÏFE V .

(2) Se �vd G�H
, allora ØÙ�{� .

Dimostrazione. Il primo enunciato segue direttamente dal lemma
6.6 ponendo §ÞW±�oÍeØ .

Il punto (2) è una immediata conseguenza.



Corollario 6.8. Siano ��[IØ�dÁÈ ÏFE V . � e Ø siano ideali con ��ÍØÅpWôß . Allora:

(1) �o�eØÙdxÈ ÏFE V .

(2) Se �vd G�H
, allora ØÙ�{� .

Corollario 6.9. Siano �vdxÈ ÏFE V ed ��d\� � .
Allora �i� � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V .

Osservazione 6.10. Siano ��dxÈ ÏFE V ed �kdx� .
Allora �i� � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V .

Dimostrazione. Sia �kd\� , allora �hpWÆß . Inoltre
� Y`�¶^�� � Y`�¶^ , quindi�i� � Y`�¶^��{�i� � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V per il corollario 6.9.

Proposizione 6.11. Ogni ramo di V è un ideale.

Dimostrazione. Usiamo l’osservazione 3.32.
Dalla proposizione 6.5 segue che

� Y`�¶^�� � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V .
Dimostriamo che

� Y`�¶^CÍ��\pWrß .
Sia a\d � Y`�¶^
Í>� . Essendo

� Y`�¶^
Í>��dxÈ ÏFE V si ha aqpW±ß e quindi dal
corollario 6.7 segue che

� Y`�¶^���� .
Proposizione 6.12. Sia �¡d{È ÏFE V . Allora esiste un ramo � di V
con �v��� .

Dimostrazione. Siccome �¼d®È ÏFE V , applichiamo il lemma di Zorn
alla famiglia degli insiemi indivisi di V che contengono � . Questo
insieme è non vuoto perchè contiene � .�

sia una catena di sottoinsiemi indivisi che contengono � .
Sia ��j WJ�K �ML Ø
Dimostriamo che ��dxÈ ÏFE V .
Siano �N[>²?dN� � . Allora esistono ØÃ�<[IØ/Â�d �

tali che �fd®Ø�� e ²/d%Ø/Â .
Ma

�
è una catena e abbiamo, ad esempio, Ø£���{Ø/Â , quindi �N[>²/d\Ø/Â ,

che per ipotesi è un insieme indiviso di V , quindi �¹²´�{ß .
Osservazione 6.13. � e O siano rami distinti di V .

Allora �?Í�O®W±ß�W%� O .



Dimostrazione. Sia �?Í�O{pW¤ß . Per il corollario 6.8 abbiamo ���	OÄdÈ ÏFE V . Dalla massimalità di � e O segue �:WPO , in contraddizione all’
ipotesi.

Quindi �/Í	O®W±ß . Ma � O����/Í	O , perchè � e O sono ideali.

Proposizione 6.14. Sia ��dxÈ ÏFE V . Allora sono equivalenti:
(1) �£W±ß oppure ��d G�H

.

(2) Per ogni �kd�� � si ha
� Y`�¶^���� .

(3) Per ogni �kd�� ed ogni ²8dxVò�"� si ha �¹²�W±ß .
Dimostrazione. Y-ä+^qWCmæY�å�^ : Se �£W±ß , non c’è niente da dimostrare.

Assumiamo che ��d G�H
. Sia �kd�� � . Per il corollario 6.8 si ha�?� � Y`�¶^�dxÈ ÏFE V . Dalla massimalità di � segue che

� Y`�¶^���� .

Y�å�^XWCm Y�ç�^ : Siano �¥d%�([>²fd{VX��� ed �¹²e�Úß , cioè �¹²fd9� � . Per
ipotesi allora

� Y`�¹²<^���� . Ma ²8d � Y`�¹²<^ , una contraddizione.

Y�ç�^�WCm Y-ä+^ : Assumiamo �vpWÅß . Sia �i�QO con O¼dÆÈ ÏFE V . Sia²�d:Of�C� . Scegliamo �xdR� � . Allora �N[>²�d;O¥d%È ÏFE V e quindi �¹²��Æß ,
in contraddizione all’ipotesi.

q=ab

a

b

Osservazione 6.15. � sia un sottoinsieme di V con le seguenti pro-
prietà:

(1) ßÃd	� .
(2) ��d	�([>²´dxVÞ�/� implica �¹²�W±ß .



Allora � è un ideale di V .

Dimostrazione. La prima ipotesi implica che � non è vuoto.
Sia �¥d%� e ²edrV . Dobbiamo dimostrare che �¹²ed%� . Sia �¹²q¯d%� .

Allora �¹²PW±���¹²�W±ßÃd	� , una contraddizione.

Osservazione 6.16. � sia un sottoinsieme di V ed � � sia fortemente
convesso. Allora �vdxÈ ÏFE V .

Dimostrazione. Siano �N[>²´d\� � . Allora
� Y`�N[>²<^��{� � , per cui �¹²�pW±ß .

Osservazione 6.17. � sia un ramo di V .
Allora � � è fortemente convesso.

Dimostrazione. Siano �N[>²:d;� � . Per l’osservazione 6.10 ��� � Y`�¶^��� Y�²<^hd¼È ÏFE V , quindi anche ��� � Y`�N[>²<^®d¼È ÏFE V , perchè
� Y`�N[>²<^®�� Y`�¶^C� � Y�²<^ ; cfr. osservazione 6.3.

La massimalità di � implica
� Y`�N[>²<^P�%� . Siccome � è indiviso, si ha�¹²´�{ß e quindi ß\¯d � Y`�N[>²<^ .

Proposizione 6.18. Per ���iV sono equivalenti:

(1) � è un ramo di V .

(2) � è massimale nell’insieme dei sottoinsiemi � di V per i quali� � è fortemente convesso.
Dimostrazione. Ciò segue dalle osservazioni 6.16 e 6.17.

Definizione 6.19. Denotiamo con S H
l’insieme delle catene massi-

mali di V . Siccome �¤�hß è una catena per ogni catena � , è chiaro
che ßÃd\ª per ogni ªîd	S H

.

Osservazione 6.20. Se V pWÚß , allora ogni catena massimale di V
contiene un punto diverso da ß .
Definizione 6.21. Per catene massimali ª e T definiamo

ª � H TÌj�l�míªã��TÌdxÈ ÏFE V
Dimostreremo adesso che � H è una relazione di equivalenza su S H
(e quindi diremo anche che ª e T sono equivalenti se ª � H T ) e
denotiamo con

s ª¤t H la classe di equivalenza di ª .

Proposizione 6.22. � H è una relazione d’equivalenza su S H
.



Dimostrazione. Siano
� [Iªv[UT catene massimali.

(1) ª � H ª segue dall’osservazione 6.4.

(2) E’ chiaro che � H è una relazione simmetrica.

(3) Dimostriamo la transitività: siano
� � H ª ed ª � H T . Se VïW±ß ,

l’enunciato è banalmente vero. Altrimenti ª contiene un elementopW±ß .
Per ipotesi

� ��ª ed ªÚ�"T appartengono a È ÏFE V . Ciò implica
� �"T¬dÈ ÏFE V per il lemma 6.6, per cui

� � H T .

Proposizione 6.23. ª ed T siano catene massimali di V ed VôpW±ß .
Allora

ª � H TÛl�míªãÍ�TÀpW±ß
Dimostrazione. Sia ª � H T . Per l’osservazione 6.20 esistono �kd¼ª �

e ²´dVT � .
Per ipotesi �¹²8�{ß . Ma �¹²8d\ª°Í�T .

Sia ªáÍ	TèpW­ß . Dall’osservazione 6.4 segue che ªv[UTãd¥È ÏFE V , e
per il corollario 6.8 si ha ªã��TÌdxÈ ÏFE V .

Corollario 6.24. ª ed T siano catene massimali non equivalenti diV . Allora

ªãÍ�TXW±ß�W±ªWT
Dimostrazione. Dalla proposizione 6.23 segue ªèÍNT WÅß . Per il

corollario 4.13 ª ed T sono ideali, per cui ªWTÌ�{ªãÍ�T .

Proposizione 6.25. Siano ª ed T catene massimali di V . Allora
sono equivalenti:

(1) ª � H T .

(2) Y`ª°��T%^ � è fortemente convesso.

Dimostrazione. Y-ä+^�WCmæY�å�^ : Assumiamo che ��d\ª �
e ²8d	T � .

Usando il lemma 2.2 abbiamo
� Y`�N[>²<^´� � Y`�¶^ � � Y�²<^´�vªá��T . Per

ipotesi �¹²i�~ß , per cui
� Y`�N[>²<^q�ãY`ª �;T%^ � . Nello stesso modo si

trattano i casi �N[>²´d\ª �
rispettivamente �N[>²8d	T �

.Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Per l’osservazione 6.16 abbiamo ªã��T¬dfÈ ÏFE V .

Osservazione 6.26. Siano ª ed T catene massimali equivalenti ed�([XO rami di V con ªî���([UT¬�*O . Allora �£WPO .



Dimostrazione. L’enunciato è banale per VâWÅß . Altrimenti ªèÍTâpW­ß , anche quindi ��ÍYOÁpW­ß . L’enunciato segue dall’osservazione
6.13.

Corollario 6.27. Ogni catena massimale di V è contenuta in esatta-
mente un ramo di V .

Dimostrazione. Dall’ osservazione 6.4 e dalla proposizione 6.12 segue
che ogni catena è contenuta in un ramo di V che, per una catena
massimale, è unico per l’osservazione 6.26.

Corollario 6.28. ª ed T siano catene massimali entrambe con-
tenute in uno stesso ramo di V . Allora ª ed T sono equivalenti.

Dimostrazione. Ciò è una conseguenza immediata dell’osservazione
6.3.

Osservazione 6.29. Per ogni ramo � di V esiste una catena massi-
male ª con ªî��� .

Dimostrazione. L’enunciato è banale per VXW±ß . Sia VÀpWrß .
Allora esiste un elemento �¥d%� � . Per il corollario 1.5 esiste una

catena massimale ª con ��d\ª . Allora �PÍ:ª÷pW±ß e dal corollario 6.8
segue che ªî��� .
Corollario 6.30. Ogni elemento di V è contenuto in un ramo di V :

VXWZ�� �4[5\ �
Dimostrazione. L’enunciato segue dall’osservazione 6.29, perchè

ogni elemento di V è contenuto in una catena massimale.

Osservazione 6.31. Sappiamo che i rami di V sono ideali e che per
rami distinti � e O si ha ��Í�O�W¤ß . Per il corollario 6.30 V è l’unione
dei suoi rami. Nella terminologia della teoria dei semigruppi V è
quindi la somma 0-diretta dei suoi rami.

Proposizione 6.32. Esiste una biiezione naturale

S H ¯ � H ¾
¿ G�H
che manda ogni classe di equivalenza

s ª¤t H nell’unico ramo che con-
tiene ª .



Dimostrazione. Segue dal corollario 6.27 e dalle osservazioni 6.26
e 6.29.

Definizione 6.33. Per una catena massimale ª sia] Y`ªZ^�j W �^ � ý _�ÿ \ T
Proposizione 6.34. ª sia una catena massimale. Allora

] Y`ªZ^ è un
ramo di V .

Dimostrazione. Dimostriamo prima che
] Y`ªZ^ è un insieme indivi-

so.
Siano �N[�²xd ] Y`ªZ^ � . Allora esistono due catene massimali

�
edT equivalenti ad ª con �qd � �

e ²�d9T � . Per la transitività della
relazione d’equivalenza si ha che

�
ed T sono equivalenti e quindi�¹²´�{ß .

Per dimostrare che
] Y`ªZ^�d G�H

usiamo la proposizione 6.14.
Possiamo assumere VÀpW±ß .
Siano �fd ] Y`ªZ^ e ²/dhVñ� ] Y`ªZ^ . Dobbiamo dimostrare che �¹²8W¤ß .

Esistono catene massimali T � H ª con �{d,T e ¨ con ²\dv¨ . ¨
ed T non sono equivalenti, perchè altrimenti ¨ sarebbe equivalente
anche ad ª e quindi ²8d ] Y`ªZ^ . Dal corollario 6.24 segue �¹²PW±ß .
Corollario 6.35. La biiezione S H ¯ � H ¾
¿ G�H

della proposizione 6.32 è data da
s ª¤t H'`¿ ] Y`ªZ^ .

Corollario 6.36. ª ed T siano catene massimali. Allora] Y`ªZ^!W ] YaT%^�l�míª � H T
Definizione 6.37. Poniamo:b Y`ß�^�j W�u�Y`�N[>²<^�dfV��fVzyH�¹²8�{ß�|
E’ chiaro che

b Y`ß�^��iV � �fV � .

Osservazione 6.38. b Y`ß�^ è una relazione d’equivalenza su V � .

Dimostrazione. Siano �N[>²+[I¢?dxV � .� Â W±���{ß , quindi Y`�N[I�¶^�d b Y`ß�^ .�¹²�WÆ²7� , e vediamo che
b Y`ß�^ è simmetrica.



�¹²´�{ß e ²7¢´�{ß implica ��¢/�{ß per il lemma 4.12.

Osservazione 6.39. Per �N[>²´dxV � sono equivalenti:
(1) Y`�N[>²<^�d b Y`ß�^ .
(2) �¹²8�{ß .
(3) � e ² si trovano nello stesso ramo di V .

Dimostrazione. Y-ä+^�l�mæY�å�^ : Per definizione.

Y�å�^ñWCm Y�ç�^ : Per il corollario 6.30 sia � che ² si trovano in qualche
ramo di V . Se questi rami fossero distinti, dall’osservazione 6.13 si
avrebbe che �¹²�W±ß .
Y�ç�^qWCmæY�å�^ : Ogni ramo è un insieme indiviso.

ab

a

b

q

Definizione 6.40. Per ��dxV sia � H j WvuH²´dxV~y$�¹²8�{ß�| .
E’ chiaro che � H �rV � e che per �®pWÆß l’insieme � H è proprio la classe
di equivalenza di � rispetto ad

b Y`ß�^ .
Invece ß H WÆ  .

Osservazione 6.41. Sia ��dxV � . Allora � H �kß è un ramo di V .

Dimostrazione. Dimostriamo prima che � H �eßÃdxÈ ÏFE V .
Siano ��[ ¸ d{Y`� H �fß�^ � W�� H . Ciò implica ���q�vß e � ¸ �vß , allora dal

lemma 4.12 segue � ¸ �{ß .



Rimane da dimostrare la massimalità.
Sia � H �kßÃ����dxÈ ÏFE V . Assumo che esista ²8d	� con ²�¯dx� H , cioè con�¹²�W±ß . Ma �N[>²´d	� , una contraddizione.

Proposizione 6.42. Sia V�pW±ß . Allora esiste una biiezione naturale

V � ¯ b Y`ß�^�¾Ö¿ G�H
data da

� H'`¿ì� H �eß
Dimostrazione. Questa applicazione è ben definita per le osser-

vazioni 6.41 e 6.39.
Se V pWôß , ogni ramo contiene un elemento pWôß e vediamo che

l’applicazione è anche suriettiva.



7. PUNTI DI RAMIFICAZIONE

Situazione 7.1. V sia un albero con intersezione e con origine ß .
Quando non indicato diversamente, �N[>²+[I¢ º<º<º
dxV .a sia un punto fissato di V .
Useremo spesso il fatto che

} YOa�^ è un albero con intersezione e con
origine a a cui applicheremo i risultati del capitolo precedente.
Per afW±ß naturalmente

} YOa�^�WrV .

Definizione 7.2. S � sia l’insieme delle catene massimali di
} YOa�^ .

Ciò è in accordo con la definizione 6.19 in cui abbiamo definito S H
.

Per il corollario 1.5 S � pWÆ  .
Definizione 7.3. Denotiamo con

G � l’insieme dei rami di
} YOa�^ . Gli

elementi di
G � , cioè i rami di

} YOa�^ , si chiamano anche rami di V ina .

x

Proposizione 7.4. Per ��� } YOa�^ sono equivalenti:
(1) � è un ramo di V in a .
(2) � è massimale nell’insieme dei sottoinsiemi � di

} YOa�^ per i quali} � YOa�^ è fortemente convesso.

Dimostrazione. Proposizione 6.18.



Definizione 7.5. Per catene massimali ªv[UT¬d	S � definiamo

ª � � TÜl�míª°��TÌdxÈ ÏFE } YOa�^
Per la proposizione 6.22 � � è una relazione di equivalenza su S � ;
denoteremo con

s ª¤t � la classe di equivalenza di ª .

Proposizione 7.6. ª ed T siano catene massimali di
} YOa�^ ed

} YOa�^´pWa . Allora

ª � � TÜl�míª°Í�T�pWra
Dimostrazione. Proposizione 6.23.

Proposizione 7.7. Siano ªv[UTÌd	S � . Allora sono equivalenti:
(1) ª � � T .

(2) Y`ª°��T%^C��a è fortemente convesso.

Dimostrazione. Proposizione 6.25.

Proposizione 7.8. Esiste una biiezione naturale

S � ¯ � � ¾
¿ G �
che manda ogni classe di equivalenza

s ª¤t � nell’unico ramo in a che
contiene ª .

Dimostrazione. Proposizione 6.32.

Definizione 7.9. Poniamo
b YOa�^�j Wvu�Y`�N[>²<^�dxV��eVzy$�¹²8�iaC|

E’ chiaro che
b YOa�^�� } � YOa�^/� } � YOa�^ .

Osservazione 7.10. b YOa�^ è una relazione di equivalenza su
} � YOa�^ .

Dimostrazione. Osservazione 6.38.

Osservazione 7.11. Per �N[>²´�ia sono equivalenti:
(1) Y`�N[>²<^�d b YOa�^ .
(2) �¹²8�ia .

(3) � e ² si trovano nello stesso ramo in a .



Dimostrazione. Osservazione 6.39.

Definizione 7.12. Per ��dxV sia � � j WvuH²´dxV~y$�¹²8�iaC| .
E’ chiaro che � � � } � YOa�^ e che per �r�òa l’insieme � � è proprio la
classe di equivalenza di � rispetto ad

b YOa�^ .
Invece a � WÆ  .
Osservazione 7.13. Sia ���ia . Allora � � �ka è un ramo di V .

Dimostrazione. Osservazione 6.41.

Proposizione 7.14. Sia
} YOa�^ÃpW�a . Allora esiste una biiezione natu-

rale} � YOa�^c¯ b YOa�^P¾
¿ G �
data da � � `¿ì� � �ka .

Dimostrazione. Proposizione 6.42.

Definizione 7.15. a si dice un punto di ramificazione, se y G � yC�­å ,
cioè se V possiede almeno due rami distinti in a .
Altrimenti, cioè se y G � y�WÁä , a si chiama un punto semplice.a si dice di ramificazione finita, se V possiede un numero finito di
rami in a .
Denotiamo con

G YOV%^ l’insieme dei punti di ramificazione di V .

Proposizione 7.16. Sia �ï�rå . Allora sono equivalenti:
(1) y G � y �{� .

(2) Esistono �N�<[<�<�<�+[I���vd } � YOa�^ tali che ��c`�$µ´Wra ogni volta che &�pWo· .
Dimostrazione. Proposizione 7.14 e osservazione 7.11.
Il caso

} YOa�^!Wra è ovvio, perchè allora
} � YOa�^!WÆ  e quindi la (2) non

può essere soddisfatta.



x

a1
a2

a3

Proposizione 7.17. Sono equivalenti:
(1) a è un punto semplice.

(2) �N[>²´d } � YOa�^ implica �¹²´�ia .

Dimostrazione. Questa è una riformulazione della proposizione 7.16.

x

a

b

ab

Proposizione 7.18. Sono equivalenti:
(1) y G � y�]rå .
(2) �N[>²+[I¢/d } � YOa�^ implica ���o²��Ä¢/�ia .

(3)
} � YOa�^ è una sottoalgebra ternaria di V .



Dimostrazione. Il caso
} YOa�^!Wra è banale. Supponiamo che

} YOa�^´pWÌa .Y-ä+^qWCmæY�å�^ : Sia y G � y ]rå .
Per la proposizione 7.14 e l’osservazione 7.11 ad esempio Y`�N[>²<^�d b YOa�^ ,

cioè �¹²8�ia . Quindi ���o²��¥¢8W±���H�CY`�¹²+[I��¢H[>²7¢5^P�ia .

Y�å�^qWCmæY-ä+^ : Siano �N[>²+[I¢/d } � YOa�^ . Per ipotesi ���o²��¥¢´�ia , quindi ad
esempio �¹²8�ia . Dall’osservazione 7.11 segue che �N[>² si trovano sullo
stesso ramo. Vediamo così che y G � y ]rå .
Y�å�^ql�mæY�ç�^ : Chiaro.

Osservazione 7.19. Sia �Á¯d � Y�²<^ . Allora �¹² è un punto di ramifi-
cazione.

Dimostrazione. Infatti allora �h���¹² e ²Ã���¹² , quindi �N[>²£d } � Y`�¹²<^ .
L’enunciato segue dalla proposizione 7.16. Cfr. lemma 3.19.

a

b

ab

Definizione 7.20. V si dice una ramificazione binaria o un albero
binario, se y G � y�]­å per ogni a{doV . Un albero binario è quindi un
albero con intersezione che in ogni punto possiede al massimo due
rami.



Definizione 7.21. Una catena convessa che non contiene punti di
ramificazione si chiama una fase di V .

Una fase si dice massimale se non è contenuta in un’altra fase.

Osservazione 7.22. Ogni intervallo di V che non contiene punti di
ramificazione è una fase.

Dimostrazione. Un intervallo è convesso (cfr. def. 1.7) e, in un
albero, anche una catena.

Lemma 7.23. $ e d siano fasi di V tali che $±Í�dÞpWÆ  . Allora $±��d
è una fase.

Dimostrazione. $��Yd non contiene punti di ramificazione perchè$ e d sono fasi di V .
Siano aid+$vÍNd , ��d+$ e ²�d�d . Allora aid � Y`�¶^�Í � Y�²<^ , quindi si

verifica una delle seguenti situazioni:
(1) ��]r²´]ia e quindi

s �N[>²It���$ ;
(2) ²8]{�k]ia e quindi

s ²+[I��t��%d ;
(3) �h]¤aÄ]�² e quindi

s �N[>²It!W s �N[ca(tN� s a�[>²It��P$¤��d , dove usiamo il
lemma 2.7;

(4) ²´]ia\]{� e quindi, come si vede nello stesso modo,
s ²+[I��t���$x��d ;

(5) a\]{�k]r² e quindi
s �N[>²It�� s a�[>²It��%d ;

(6) a\]r²´]{� e quindi
s ²+[I��t�� s a�[I��t���$ ;

(7) a\]{�N[>² con ��¯d � Y�²<^ .



L’ultimo caso però non è possibile; infatti per l’ osservazione 7.19�¹² sarebbe un punto di ramificazione e siccome �¹²%d s a�[I��t:�e$ , si
avrebbe una contraddizione all’ipotesi che $ non contiene punti di
ramificazione.

Ciò mostra che $r��d è una catena convessa.

Proposizione 7.24. ¦ sia una catena di fasi di V . Allora �f �4g $ è

una fase.

Dimostrazione. Sia § j Wh�f �4g $ . Come nella dimostrazione della

proposizione 1.4 si vede che § è una catena.
Rimane da dimostrare che l’insieme § è convesso.
Siano �f[�²?d®§ con �f]Æ² . Allora esistono $Ù[Cd¼�r¦ tali che �fd�$

e ²xdWd . Essendo ¦ una catena, si ha, ad esempio, $ì�id . Allora�k[�²8dNd e quindi
s �N[>²It��%dÁ�{§ .

Proposizione 7.25. Ogni fase non vuota è contenuta in un’unica
fase massimale.

Dimostrazione. L’unicità segue dal lemma 7.23, l’esistenza dal lem-
ma di Zorn, utilizzando la proposizione 7.24.

Definizione 7.26. a non sia un punto di ramificazione. Allora a è
una fase non vuota, per cui a è contenuto in un’unica fase massimale
che denotiamo con j�YOa�^ . jkYOa�^ si chiama la vita di a .

Proposizione 7.27. Sia data una successione infinita di fasi $��5[U$ Â$[<�<�<� ,
tale che $8k?Í�$8k � ��pWÆ  per ogni õ .

Allora
l�knm�� $8k è una fase.

Dimostrazione. Definiamo

dÃ��j W%$!�d?Â/j W%$!����$ Âd�o/j W%$!����$ Â���$3o�<�<�
Quindi d�k � �´Wpd�k���$8k � � e siccome d�k�Í�$8k � ��qP$8kÃÍ�$8k � ��pW¼  , dal
lemma 7.23 segue che d�k è una fase per ogni õ (per õoWñä abbiamodÃ��W%$!� ).



Però dÃ�P�%d?Â´�%d�o �<�<� e dalla proposizione 7.24 segue chel�knm�� d�k:W
l�knm�� $8k è una fase.

Osservazione 7.28. $ sia una fase massimale.
(1) Se ÒIÓ¶Ô'$ esiste e non è un punto di ramificazione, allora ÒIÓ¶Ô'$Zdp$

e quindi ÒIÓ¶Ô'$�W±���H�'$ .

(2) Se
ËÐÏ¶Ñ $ esiste e non è un punto di ramificazione, allora

ËÐÏ¶Ñ $¼d�$
e quindi

ËÐÏ¶Ñ $�W±� ËÐÏ $ .

Dimostrazione. Y-ä+^ Per l’osservazione 1.16 e il corollario 4.16 $Ã�kÒIÓ¶Ô'$
è una catena convessa che per ipotesi non contiene punti di ramifi-
cazione e quindi è una fase. Dalla massimalità di $ segue $���ÒIÓ¶ÔC$ÁW$ .

Y�å�^ La catena convessa $ è anche fortemente convessa per l’osser-
vazione 3.28, perciò dall’osservazione 1.16 e dal corollario 4.18 segue
che $%� ËÐÏ¶Ñ $ è una catena convessa che per ipotesi non contiene pun-
ti di ramificazione e quindi è una fase. Ma $ è una fase massimale e
quindi $r� ËÐÏ¶Ñ $�W%$ .

Osservazione 7.29. L’insieme vuoto è una fase massimale se e solo
se ogni punto di V è un punto di ramificazione.



8. EVOLUZIONE TEMPORALE

Situazione 8.1. A partire dall’osservazione 8.5 YOV\[<]�[UrN^ sia uno
spazio con evoluzione temporale.�N[>²+[<�<�<�+[c��[ca�[cb
[<º<º<º�dqV e �7[>Õ�d s ú¹[7Îi^ , quando non indicato diversa-
mente.

Definizione 8.2. V sia un insieme, ] un ordine parziale su V erÙj/V ¾
¿ s ú¹[7Îi^ un’applicazione. Gli elementi di V si chiamano
osservazioni.

Siano a�[cbkdxV\[I�Á�iV e ��d s ú¹[7Îi^>[XsZ� s ú¹[7Îi^ . Poniamo:

�?t�j W�u5a\d\�Zy�rCYOa�^!W9�>|/W±�iÍkV1t� t>YOa�^�j W � YOa�^�ÍkV1t} tIYOa�^�j W } YOa�^�ÍkV1t
Gli elementi di V0t si chiamano osservazioni al tempo � .

Denotiamo con r � l’applicazione

r � j���¾
¿�rCY`�?^� `¿�rCY`�¶^
Osservazione 8.3. V sia un insieme, ] un ordine parziale su V er¥j�Vá¾
¿ s ú¹[7Îi^ un’applicazione. Assumiamo che sia soddisfatta la
seguente condizione:

a\gib­WCmurCYOa�^�g�rCYOb(^
Allora

a\]ib­WCmurCYOa�^�]�rCYOb(^
e quindi (per ogni a�[cbkdxV )

rCY s a�[cb�t`^�� s rCYOa�^>[UrCYOb(^Ft



Definizione 8.4. YOV\[<]/^ sia un albero con intersezione e con ori-
gine ß , r�jNVô¾Ö¿ s ú¹[7Îi^ un’applicazione. Chiamiamo allora la triplaYOV\[<]�[UrN^ uno spazio con evoluzione temporale, se sono soddisfatte le
seguenti condizioni:
(1) a\gib¼WCmurCYOa�^�g�rCYOb(^ .
(2) Se ah]ob , allora

s rCYOa�^>[UrCYOb(^Ft ��rCY s a�[cb�t`^ .
(3) rCY`ß�^!W±ú .

q

x

y

τ(q)=0

τ(x)

τ(y)

La condizione Y-ä+^ implica, come abbiamo visto nell’osservazione
precedente, in particolare la monotonia di r ; perciò, combinando le
condizioni Y-ä+^ e Y�å�^ si ha:

a\]ib­WCm s rCYOa�^>[UrCYOb(^FtCW%rCY s a�[cb�t`^
Osservazione 8.5. � sia una catena di V . Allora r è iniettiva su �
e quindi rwv è una biiezione.

Dimostrazione. Siano a�[cbhd¥� con bÄpW�a . Allora ad esempio aqg¤b
e quindi rCYOa�^�g�rCYOb(^ .
Osservazione 8.6. Sia ah]ib . Allora l’applicazione

r ý ��x y ÿ j s a�[cb�t�¾
¿ s rCYOa�^>[UrCYOb(^Ft è una biiezione.

Dimostrazione. Segue dall’osservazione 8.3 e dalla definizione 8.4.



Corollario 8.7.
(1) rCY � YOa�^c^!W s ú¹[UrCYOa�^Ft .
(2) L’applicazione rwz3{ �M| j � YOa�^�¾Ö¿ s ú¹[UrCYOa�^Ft è una biiezione.

q

x

0

τ(x)

Proposizione 8.8. � sia una catena di V . Allora r4v è un isomorfi-
smo di insiemi quasi ordinati.

Dimostrazione. Dall’osservazione 8.5 e dalla definizione 8.4 segue
che rwv è biiettiva e monotona, quindi per il lemma 1.17 r�v è un
isomorfismo di insiemi quasiordinati.

Lemma 8.9. � sia un sottoinsieme fortemente convesso e non vuoto
di V , ad esempio una catena convessa non vuota di V . Allora rCY`�?^
è un sottoinsieme convesso non vuoto di

s ú¹[7Îi^ e quindi, per il lemma
1.14, un intervallo.

Dimostrazione. Segue dal lemma 3.36.

Proposizione 8.10. Siano � un sottoinsieme fortemente convesso e
non vuoto di V ed Õ��®j W ËÐÏ¶Ñ rCY`�?^>[>Õ+ÂÄj W¬ÒIÓ¶Ô'rCY`�?^ . Allora si verifica
esattamente uno dei seguenti casi:

rCY`�?^!W s Õ��5[>Õ+Â>trCY`�?^!W s Õ��5[>Õ+Â5^rCY`�?^!WZY�Õ��5[>Õ+Â>trCY`�?^!WZY�Õ��5[>Õ+Â5^



Nel caso particolare che � sia una catena convessa non vuota, r
induce una biiezione tra � e l’intervallo corrispondente.
Naturalmente Õ��Pd s ú¹[7Îi^ ed Õ+Â/d s ú¹[7Îi^ .

Dimostrazione. Segue dal lemma 1.14 e dall’osservazione 8.5.

Lemma 8.11. � sia un sottoinsieme non vuoto di V ed Õ��Pj W ËÐÏ¶Ñ rCY`�?^>[Õ+Â/j W±ÒIÓ¶Ô'rCY`�?^ .
(1) Se esiste �\]{� con rCYO��^!WÆÕ�� , allora �fW ËÐÏ¶Ñ Y`�?^ .
(2) Se esiste ¸ �{� con rCY ¸ ^!WÆÕHÂ , allora ¸ W±ÒIÓ¶Ô�� .

Dimostrazione. Y-ä+^ Sia aÚdÙV con aÚ]ì� . Allora rCYOa�^®]�rCY`�?^ e
quindi rCYOa�^�]�rCYO��^ .

Siccome � non è vuoto, esiste un elemento �{d¤� . Allora � ed a
appartengono entrambi alla catena

� Y`�¶^ e ciò implica a\]i� .

Y�å�^ Sia bedfV con bk�{� . Allora ¸ be�{� , per cui rCY ¸ ^���rCY ¸ b(^���rCY`�?^ .
Da ciò segue rCY ¸ b(^�W9rCY ¸ ^ .

Però ¸ bk] ¸ e quindi ¸ b�W ¸ , per cui ¸ ]ib .
Proposizione 8.12. � sia un sottosemigruppo non vuoto di V . Allo-
ra

ËÐÏ¶Ñ � esiste e si ha rCY ËÐÏ¶Ñ �?^!W ËÐÏ¶Ñ Yar¶�?^ .
Dimostrazione. Sia Õ��Æj W}rCY`�?^ . Per ipotesi esiste un elemento��d�� . Allora Õ��£]VrCY`�¶^ , per cui esiste �id � Y`�¶^ tale che rCYO��^/WÚÕ�� .

Per il lemma 8.11 è sufficiente dimostrare che �h]{� .
Sia ²%dÁ� . Allora �¹²%dÁ� , perchè � è un sottosemigruppo di V .

Quindi rCYO��^�]prCY`�¹²<^ . Ma �¹² e � appartengono entrambi alla catena� Y`�¶^ e quindi �\]{�¹²´]{² .
Proposizione 8.13. � sia un sottoinsieme non vuoto di V . Assu-
miamo che esista un punto a\dxV tale che a\�±� . Allora:
(1) � è una catena.

(2) ÒIÓ¶Ô´� esiste e si ha rCY`ÒIÓ¶Ô/��^�W±ÒIÓ¶Ô'rCYF��^ .
Dimostrazione. � è contenuta nella catena

� YOa�^ e quindi è una
catena.

Sia Õ+Â´j WÆÒIÓ¶Ô'rCYF��^ . L’ipotesi implica rCY`�¶^�]�rCYOa�^ per ogni �kd®� , per
cui Õ+Â´]�rCYOa�^ .

Per la condizione Y�å�^ della definizione 8.4 esiste un ¸ ]va tale cherCY ¸ ^�WÆÕ+Â . Per il lemma 8.11 è sufficiente dimostrare che ¸ �±� .



Sia �hdi� . Allora � e ¸ appartengono entrambi alla catena
� YOa�^ e

siccome rCY`�¶^�]�rCY ¸ ^ , necessariamente ��] ¸ .
Osservazione 8.14. � sia una catena convessa non vuota di V .
Allora

ËÐÏ¶Ñ �vWÃj�� esiste per la proposizione 8.12. Inoltre:
(1) Se esiste ÒIÓ¶Ô´�¬WÃj ¸ , allora � coincide con uno degli intervallis ��[ ¸ tF[ s ��[ ¸ ^>[+YO��[ ¸ t e YO��[ ¸ ^ .
(2) Se ÒIÓ¶Ô/� non esiste, allora � coincide con

} YO��^ oppure con
} � YO��^ .



9. LA METRICA

Situazione 9.1. YOV\[<]�[UrN^ sia uno spazio con evoluzione temporale.�N[>²+[<º<º<º�[c��[ca�[cb
[<º<º<º!dÄV e �7[>Õed s ú¹[7Îi^ quando non indicato diversa-
mente.

Definizione 9.2. Per �N[>²´dxV sia

ð
Y`�N[>²<^�j W%rCY`�¶^2�:rCY�²<^ ¾Äå�rCY`�¹²<^

ab

a

b

τ(ab)

τ(b)
τ(a)

Dimostreremo adesso alcune proprietà fondamentali di ð , da cui seguirà
in particolare che ð è una metrica su V .

Osserviamo comunque subito che

ð
Y`�N[>²<^�W±ð
Y�²+[I�¶^
Osservazione 9.3. ð
Y`�N[>²<^��{ú

Dimostrazione. Infatti �¹²8]{� e quindi

rCY`�¶^���rCY`�¹²<^ e nello stesso modo

rCY�²<^���rCY`�¹²<^ ,
quindi

ð
Y`�N[>²<^�W%rCY`�¶^ ¾~rCY`�¹²<^2�:rCY�²<^ ¾~rCY`�¹²<^��{ú



Osservazione 9.4. Sia �k]r² . Allora ð
Y`�N[>²<^�W%rCY`�¶^ ¾~rCY�²<^ .
Dimostrazione. In questo caso �¹²�W±� , quindi

ð
Y`�N[>²<^�W%rCY`�¶^2�:rCY�²<^ ¾Äå�rCY`�¶^!W%rCY�²<^ ¾~rCY`�¶^
Osservazione 9.5. ð
Y`�N[>²<^�W±ð
Y`�N[I�¹²<^8�¥ð
Y`�¹²+[>²<^

Dimostrazione. Per l’osservazione 9.4ð
Y`�N[I�¹²<^8�¥ð
Y`�¹²+[>²<^�W%rCY`�¶^ ¾~rCY`�¹²<^2�;rCY�²<^ ¾~rCY`�¹²<^!W±ð
Y`�N[>²<^
Corollario 9.6. ð
Y`�N[I�¹²<^�]{ð
Y`�N[>²<^
Lemma 9.7. ð
Y`�N[>²<^�W±ð
Y`�N[I���o²��Ä��^2�¥ð
Y`���o²��Ä��[>²<^

Dimostrazione. Y-ä+^ Supponiamo �¹²´]{²>�h]{��� , allora ���o²��Ä�fW±���
e quindi:

ð
Y`�N[I���o²��Ä��^(�¥ð
Y`���o²��Ä��[>²<^!W±ð
Y`�N[I����^8�¥ð
Y`����[>²<^W%rCY`�¶^2�:rCY`����^ ¾Äå�rCY`����^8�:rCY`����^2�:rCY�²<^�¾Äå�rCY`���Ö²<^W%rCY`�¶^2�:rCY�²<^ ¾Äå�rCY`�¹²<^�W±ð
Y`�N[>²<^
Y�å�^ Siano �¹²8]{���\]r²>� , allora ���o²��Ä�fWÆ²>� e quindi:

ð
Y`�N[I���o²��Ä��^(�¥ð
Y`���o²��Ä��[>²<^!W±ð
Y`�N[>²>��^8�¥ð
Y�²>��[>²<^W%rCY`�¶^2�:rCY�²>��^ ¾Äå�rCY`�¹²>��^8�:rCY�²>��^2�;rCY�²<^ ¾Äå�rCY�²>��^W%rCY`�¶^2�:rCY�²<^ ¾Äå�rCY`�¹²<^�W±ð
Y`�N[>²<^
Proposizione 9.8. ð
Y`�N[c��^8�¥ð
YO��[>²<^�W±ð
Y`�N[>²<^2�oå$ð
YO��[I���o²��Ä��^

Dimostrazione. Usando l’osservazione 9.5 abbiamo:

ð
Y`�N[>²<^8�oå$ð
YO��[I���o²��Ä��^!Wrð
Y`�N[I���o²��Ä��^(�¥�ÖY`���o²��Ä��[>²<^2�oå$ð
YO��[I���o²��Ä��^Wrð
Y`�N[I���o²��Ä��^(�¥ð
Y`���o²��Ä��[c��^2�¥ð
YO��[I���o²��Ä��^(�¥ð
Y`���o²��Ä��[>²<^Wrð
Y`�N[c��^8�¥ð
YO��[>²<^
Proposizione 9.9. ð è una metrica su V .



Dimostrazione. Per il corollario 9.6 si ha:ð
Y`�N[c��^8�¥ð
YO��[>²<^�W±ð
Y`�N[>²<^2�oå$ð
YO��[I���o²��Ä��^��{ú ,
essendo å$ð
YO��[I���o²��Ä��^��{ú .
Le altre proprietà seguono dall’osservazione 9.3 e dalla definizione
9.2.

Nota 9.10. V è quindi anche uno spazio topologico e possiamo par-
lare di intorni, aperti, chiusi ecc.

Definizione 9.11. Per a\dxV e �Ã�iú sias:YOa�[��$^�j W�u+��dxVzyHð
YOa�[I�¶^�g9��| .
Lemma 9.12. Sia a\]ib con rCYOb(^ ¾~rCYOa�^�g9� . Alloras a�[cb�t��*s:YOa�[��$^�Í	s:YOb
[��$^ .

Dimostrazione. Sia ��d s a�[cb�t . Allora rCYOa�^�]�rCY`�¶^�]�rCYOb(^ , per cui

ð
YOa�[I�¶^!W%rCY`�¶^ ¾~rCYOa�^�]�rCYOb(^ ¾~rCYOa�^�g9�ð
YOb
[I�¶^!W%rCYOb(^ ¾~rCY`�¶^�]�rCYOb(^ ¾~rCYOa�^�g9�
Definizione 9.13. Poniamo� YOa�[��$^�j Wvu5bed � YOa�^�y4rCYOa�^ ¾;��g�rCYOb(^�g�rCYOa�^2�+��|
Lemma 9.14. ��dYs:YOa�[��$^qWCmí��a\d � YOa�[��$^

Dimostrazione. Sia ��dYs:YOa@�$^ . Per il corollario 9.6 abbiamorCYOa�^�]�rCY`��a�^!W±ð
Y`�N[I��a�^�]{ð
Y`�N[ca�^�g�� e quindirCYOa�^ ¾;��g�rCY`��a�^�]�rCYOa�^ .
Osservazione 9.15.
(1) Sia bk]ia . Allora bkd � YOa�[��$^ql�murCYOa�^ ¾;��g�rCYOb(^ .
(2) Sia a\]ib . Allora bkd � YOa�[��$^ql�murCYOb(^�g�rCYOa�^2�+� .
Lemma 9.16. Sia bkd � YOa�^ . AllorabkdYs:YOa�[��$^Äl�mnbkd � YOa�[��$^ .

Dimostrazione. Y-ä+^ Sia bk]ia . Allora ð
YOa�[cb(^!W%rCYOa�^ ¾~rCYOb(^ eð
YOa�[cb(^�g9�¤l�murCYOa�^ ¾~rCYOb(^�g9�l�murCYOa�^ ¾;��g�rCYOb(^l�mnbkd � YOa�[��$^



Y�å�^ Sia a\]ib . Allora ð
YOa�[cb(^!W%rCYOb(^ ¾~rCYOa�^ e

ð
YOb
[ca�^�g9�¤l�murCYOb(^�¾~rCYOa�^�g9�l�murCYOb(^�g)rCYOa�^2�+�l�mnbkd � YOa�[��$^

y

x

Corollario 9.17. � YOa�[��$^�WPs:YOa�[��$^�Í � YOa�^



10. RAMIFICAZIONE IN UNO SPAZIO CON
EVOLUZIONE TEMPORALE.

Situazione 10.1. YOV\[<]�[UrN^ sia uno spazio con evoluzione temporale.�N[>²+[<�<�<�+[ca�[cb
[<º<º<º
dxV e ��d s ú¹[7Îi^ , quando non indicato diversamente.���{ú sia un numero reale positivo.

Lemma 10.2. Sia �\dxV . Assumiamo che
G YOV%^ sia chiuso in V .

Se � non è un punto di ramificazione ed �h�{ß , allora esiste a\gi� tale
che

s a�[c�(t è una fase.

Dimostrazione. Siccome
G YOV%^ è chiuso, esiste ���{ú tale ches:YO��[��$^?Í G YOV%^{Wè  . Inoltre rCYO��^±�áú e possiamo assumere cherCYO��^ ¾����{ú .

Per la condizione Y�å�^ della definizione 8.4 esiste a\d � YO��^ conrCYOa�^�W,rCYO��^ ¾W�Â . Allora ú�g9rCYO��^�¾~rCYOa�^�W�� Â . Ciò implica a®g{� . Per il
lemma 9.12

s a�[c�(t��*s:YO��[��$^ , e quindi
s a�[c�(t(Í G YOV%^�WÆ  .

q

u

x

Proposizione 10.3. Assumiamo che
G YOV%^ sia chiuso in V . $ sia

una fase massimale non vuota ed �qj W ËÐÏ¶Ñ $ . Se � non è un punto di
ramificazione, allora �xW±ß .

Dimostrazione. Sia �¥��ß . Per il lemma 10.2 esiste aÄgv� tale ches a�[c�(t è una fase.
Per il lemma 7.23 $r� s a�[c�(t è una fase.



Ma ao¯d	$ , perchè ahgo�xW ËÐÏ¶Ñ $ , e questa è una contraddizione alla
massimalità di $ .

Lemma 10.4. Sia ¸ dxV . Assumiamo che
G YOV%^ sia chiuso in V . Se ¸

non è un punto di ramificazione e ¸ non è un elemento massimale diV , allora esiste bk� ¸ tale che
s ¸ [cb�t è una fase.

Dimostrazione. Siccome
G YOV%^ è chiuso, esiste ���{ú tale ches:Y ¸ [��$^¹Í G YOV%^�WÆ  . Per ipotesi ¸ non è massimale, perciò esiste ��� ¸

e possiamo assumere che rCY ¸ ^8�+��g�rCY`�¶^ .
Per la condizione Y�å�^ della definizione 8.4 esiste bkd s ¸ [I��t conrCYOb(^!W%rCY ¸ ^@� �Â . Allora ð
YOb
[ ¸ ^�W �Â . Per il lemma 9.12

s b
[ ¸ t��*s:Y ¸ [��$^ e
ciò implica

s ¸ [cb�t¶Í G YOV%^!WÆ  .

v

y

Proposizione 10.5. G YOV%^ sia chiuso in V . $ sia una fase massimale
non vuota. Assumiamo che esista ¸ j W�ÒIÓ¶Ô'$ . Se ¸ non è un punto di
ramificazione, allora ¸ è un elemento massimale di V .

Dimostrazione. Per il lemma 10.4 esiste b®� ¸ tale che
s ¸ [cb�t è una

fase.
Per il lemma 7.23 $r� s ¸ [cb�t è una fase.
Ma b­¯dW$ , poichè b±� ¸ WïÒIÓ¶Ô'$ , e questa è una contraddizione

all’ipotesi che $ sia una fase massimale.

Proposizione 10.6. Assumiamo che
G YOV%^ sia chiuso in V . $ sia

una fase massimale non vuota. Sia �hj W ËÐÏ¶Ñ $ .



(1) � sia un punto di ramificazione.
Se ¸ j W±ÒIÓ¶Ô'$ esiste ed è un punto di ramificazione, allora $�W°YO��[ ¸ ^ ;
altrimenti $�W } � YO��^ .

(2) � non sia un punto di ramificazione. Allora ��WÌß . Inoltre se¸ j WÆÒIÓ¶Ô'$ esiste ed è un punto di ramificazione, allora $�W s ß�[ ¸ ^ ;
altrimenti $�WrV .

Dimostrazione. L’enunciato segue dall’osservazione 8.14 e dalle propo-
sizioni 10.3 e 10.5.

Lemma 10.7. Sia rCY`�¶^�W,rCY�²<^ . Se �%pWv² , allora �Ä¯d � Y�²<^ e quindi �¹² è
un punto di ramificazione.

Dimostrazione. Sia ad esempio �{gÅ² . Allora rCY`�¶^kg<rCY�²<^ in con-
traddizione all’ipotesi. Perciò �r¯d � Y�²<^ e l’osservazione 7.19 implica
che �¹² è un punto di ramificazione.

Definizione 10.8. a si dice � -separabile se s:YOa�[��$^�Í G YOV%^��Æu5aC|
Lemma 10.9. Sia

� YOa�[��$^�Í G YOV%^��Æu5aC| . Allora s:YOa�[��$^�W � YOa�[��$^ .
Dimostrazione. Per il corollario 9.17 è sufficiente dimostrare ches:YOa�[��$^�� � YOa�^ .
Sia �Ædps:YOa�[��$^�� � YOa�^ . Per l’osservazione 7.19 allora ��aÁd G YOa�^ .

Però ��a\d � YOa�[��$^ per il lemma 9.14 e l’ipotesi implica ��afWra .
Ma allora ��d � YOa�^ , una contraddizione.

Corollario 10.10. Sono equivalenti:
(1) a è � -separabile.

(2) s:YOa�[��$^�Í G YOV%^��Æu5aC| .
(3)

� YOa�[��$^�Í G YOV%^��Æu5aC| .
Proposizione 10.11. a sia � -separabile e di ramificazione finita.
Allora y } tIYOa�^�y ]£y G � y per ogni ��d s rCYOa�^>[UrCYOa�^8�+�<t .

Dimostrazione. Poniamo � j W�y G � y . Sia rCYOa�^h]Q�h]�rCYOa�^/�W� e
assumiamo che esistano ���±ä punti distinti �
�5[<�<�<�5[I��� � � in

} tIYOa�^ .
Sia &8pWo· . Per la proposizione 7.16 ��c��$µ è un punto di ramificazione

con rCYOa�^�]�rCY`��c`�$µH^�g)��]�rCYOa�^2�:� . Per ipotesi ciò implica �Dc`�$µ´Wra .
Ciò significherebbe, con le notazioni della definizione 7.9, che Y`� c��$µ+^�¯d b YOa�^

per &8pWo· , e dalla proposizione 7.14 seguirebbe che gli � c determinano���±ä rami distinti in a , contrariamente all’ipotesi che y G � y ]{� .



x

Corollario 10.12. V sia un albero binario e a�� -separabile.
Allora y } tIYOa�^�y ]rå per ogni ��d s rCYOa�^>[UrCYOa�^8�+�<t .
Osservazione 10.13. Sia y } tIYOa�^´y �Æå . Allora esiste �®d G YOV%^�Í } YOa�^
con rCYO��^�])� .

Dimostrazione. Siano �N[>²hd } tIYOa�^ con �vpWï² . Allora �¼¯d � Y�²<^ e il
lemma 10.7 implica �¹²8d G YOV%^ . Ma a\]{�¹²´]{� , quindi rCYOa�^�]�rCY`�¹²<^�]rCY`�¶^!W9� .
Proposizione 10.14. Siano ��d9� ed y G � y �Ù� . Allora esiste un� �{ú tale che y } tIYOa�^�y �i� per ogni ��dÄYarCYOa�^>[UrCYOa�^3� � ^ .

Dimostrazione. L’enunciato è banale per �z]Ùä ; sia ���Áå . Per la
proposizione 7.16 esistono �N�5[<�<�<�5[I���¼�Æa con ��c`�$µ�Wva ogni volta che&8pWo· . Poniamo � j WÆ� ËÐÏ YarCY`�N�»^>[<�<�<�+[UrCY`����^c^ . Allora � �iú .

Sia rCYOa�^/gP�´gWrCYOa�^3� � . Per la condizione Y�å�^ della definizione 8.4
per ogni & esiste ²Bc�d s a�[I��cOt�Í } t>YOa�^ . Allora ²�c�²-µqWÌa per &%pW¡· ; ciò
implica che i ²Bc sono tutti distinti tra di loro.



x
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Corollario 10.15. Sia �ïd�� . Allora sono equivalenti:
(1) y G � y W±� .

(2) Esiste un � �{ú tale che y } t>YOa�^�y Wr� per ogni ��dÄYarCYOa�^>[UrCYOa�^8� � ^ .
Dimostrazione. Y-ä+^ãWCm Y�å�^ : Per la proposizione 10.11 abbiamoy } tIYOa�^�y ]�� per ogni ��d s rCYOa�^>[UrCYOa�^8�+�<t .
Per la proposizione 10.14 esiste � �{ú tale che y } tIYOa�^�y �i� per ogni��dÄYarCYOa�^>[UrCYOa�^3� � ^ . Se scegliamo � �9� , otteniamo l’enunciato Y�å�^ .
Y�å�^òWCm Y-ä+^ : Dalla proposizione 10.11 segue y G � y �¼� . L’ipotesi

per la proposizione 10.14 implica y G � y ]i� .
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